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Einleitung

[Hintergrund Methodisches ccc] Neu schreiben fir 4-5 / Unbedingt zuerst lesen!
Auf Dopplungen in Einleitung zu KI.3 priifen bzw. abstimmen — manches darf auch nochmals
genannt sein, weil nicht alle Lehrer das 3.Klass-Buch parallel benutzen

Die Operationen sind weitgehend mit den lateinischen Stammen benannt — also Addition,
Subtraktion, Multiplikation und Division bzw. addieren, subtrahieren, multiplizieren und
dividieren — weil sie heute fast durchgangig verwendet werden. Es muss aber dem Lehrer
uberlassen bleiben, ob er die fur die (deutschsprachigen) Kinder aus der Umgangssprache
verstandlicheren Ausdriicke wie zusammenzéhlen, abziehen, malnehmen, teilen auf dieser
Stufe noch beibehalten will. Manchmal kann der Sachverhalt sogar nur durch eine deutsche
Beschreibung treffend charakterisiert werden. So ist beispielsweise der mathematische Begriff
Differenz je nach Zusammenhang oder VVorgehensweise besser als Rest oder als Unterschied
aufzufassen. Doch sollten die lateinischen Termina zunehmend haufiger benutzt werden und
im Laufe der 5.Klasse die deutschen Begriffe ganz ersetzen. Reizvoll schien es mir, wenn in
angemessenem Abstand von der Behandlung im Hauptunterricht im Englischen oder auch
Franzosischen die in diesen Sprachen nicht als fremd empfundenen lateinischen Stdmme
besprochen wirden.

Ccc Der Aufbau des Buches und wie es zu verwenden ist. Versuch, die Anregungen Rudolf
Steiners fur die einzelnen Schuljahre unterrichtsnah auszuarbeiten.

Es beschreibt in der notwendigen Beschrankung den entwicklungspsychologischen,
methodisch didaktischen und fachlichen Hintergrund, aus dem ein Lehrer die behandelten
Gebiete fur seine Schiler darstellen kann. Die dem jeweilige Stoff angeflgten
Ubungsaufgaben umgrenzen das Arbeitsgebiet und stecken auch den moglichen
Schwierigkeitsgrad ab. Sie stellen also einen gewissen Grundstock dar und sollen den Lehrer
dazu anregen, diesen durch eigene Aufgaben zu ergénzen.

Ccc Es ist im Wesentlichen nicht ein Schilerbuch — auch wenn einzelne
unterrichtspraktische Teile durchaus begabten Schillern zur Darstellung Uberlassen werden
konnen, und natiirlich die Ubungen fiir die Schiiler gedacht sind Ein vielleicht etwas
ungewohnlicher Vorschlag fur das infrage stehende Alter ist: Schiler sich einen Inhalt aus
diesem Buch selber aneignen und der Klasse vortragen zu lassen. Man denke nur an das
freudige Lernen Rudolf Steiners aus dem Geometriebuch, das der Hilfslehrer ihm lieh!

Die Einteilung nach Schuljahren, Epochen, Wochen und Tagen gibt mehr die logische
Ordnung als den tatséchlichen zeitlichen Ablauf an. Zuviel hangt in Bezug auf das zeitliche
Vorgehen von der Klasse und dem individuellen Lehrer ab. Schédlich ware es, wenn der
Lehrer sich durch die Darstellung treiben lieRe. Die Stoffverteilung ist also als ein VVorschlag
zu betrachten. Dieser ist abgestimmt mit zwar abgestimmt auf zwei 4-wdchige Epochen, lasst
sich aber Ubertragen auf andere Einteilungen oder Langen. Auch deckt der Stoffumfang mehr
Themen ab, als auch tatsachlich im Unterricht moglich sein wird. Zuletzt muss jeder Lehrer
entscheiden, wie und wann er etwas behandelt — und wie immer: Was er weglassen muss.

Achtung: Manche Aufgaben flir das Sachrechnen, sind an der angefiihrten Stelle vielleicht
noch zu anspruchsvoll. Das Sachrechnen sollte aber — wie auch andere Teile des Inhaltes —
immer wieder angesprochen werden. Dann kann auf die ausgelassenen Aufgaben
zurlickgegriffen werden. Manche Aufgaben lassen die Antwort frei. Hier ist es wichtig, sich
fiir jeden Losungsansatz zu interessieren und die Schiler zu ermuntern.



Weniger empfehlenswert ist es, sich zu sagen: Das habe ich nie gelernt, das kann ich nicht
verstehen und deshalb werde ich es nicht behandeln. Tatséchlich sind Gebiete, die man sich
mihsam angeeignet hat, oft die im Unterricht fruchtbarsten!

Beweise werden dem Alter entsprechend nicht formal gefuhrt. Einsicht auf dieser Stufe
kann auch an geeigneten Beispielen gewonnen werden. Wer strengere Beweise sucht, findet
einiges im Anhang ansonsten in der umfangreichen Ausarbeitung zur Arithmetik und Algebra
von Louis Locher-Ernst; auch lasst sich in der Literatur oder im Internet leicht das jeweils
geeignete aufsuchen.

Dem Text vorangestellt sind einige Seiten, die der eigenen Jahresplanung dienen. Wichtig ist
dabei auch, nicht nur nach vorne sondern auch zuriick zu blicken: Was hat sich bewahrt? Wo
lagen Schwierigkeiten? Konnte der geplante Zeitrahmen eingehalten werden etc. Besonders
wichtig sind solche kritischen Riickblicke natirlich fur die Autoren, die zugeschickte Kopien
dieser Seiten oder auch sonstige ergdnzende Lageberichte als sehr hilfreich betrachten.
Dringend zu beachten ist, dass mehrfach das fiir eine Klasse Angegebene erst in einer der
folgenden Klassen zu behandeln ist. Um die sachlich zusammengehdrenden Inhalte nicht
auseinander reiflen zu missen, wurden sie — wie z.B. bei den schriftlichen Rechenverfahren —
in einem Kapitel zusammengefasst.

Das zentrale Anliegen der Darstellung ist es — bei allen mdglicherweise bestehenden
Schwaéchen der Darstellung -, die behandelten Inhalte den Kindern in einer altersgemaliien
Weise zuganglich zu machen. Es gibt in unserer Kultur starke Krafte, die das Denken an die
Maschine fesseln wollen. Die Folge ist bis in die physiologische Pragung des Gehirns hinein
ein funktionierendes Denken, eine funktionierende Intelligenz, die es zum Beispiel schwer
haben wird, individuelle moralische Impulse denkend erfassen zu kénnen — und dies mit allen
Folgen. Solche Impulse leben in jedem Menschen. Kénnen sie nicht denkend ins Bewusstsein
gehoben werden, entstehen innere Diskrepanzen, die im einfachsten Fall zu Unruhe,
Unzufriedenheit, aber auch zu Schlimmerem fiihren kénnen. Tiefere Sehnsucht eines jeden
Menschen ist in individueller Freiheit seine Menschenwirde leben zu kénnen. Auch
diejenigen, die aus was fiir Grinden immer die selbstbestimmte menschliche Individualitét
offen oder verdeckt bekampfen, nehmen sie fiir das eigene Handeln in Anspruch.?

Unterlagen zur Jahresplanung

Wie schon fir das 3. Schuljahr empfohlen, sollte sich der Lehrer Jahresplanung fir das 4./5.
Schuljahr

Von - Bis Thema Seiten Erfahrungen

! Louis Locher-Ernst, Arithmetik und Algebra, Verlag am Goetheanum, Dornach / Schweiz 19xxx

22 Auf den heute stattfindenden Kampf um die menschliche Intelligenz habe ich schon in meiner ersten Schrift
Die Modernisierung des mathematischen Unterrichts, ccc, hingewiesen.
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Der Mathematikunterricht in der 4. Klasse

In dem Lehrplanvortrag, den Rudolf Steiner am 6. September 1919 vor der Er6ffnung der
ersten Waldorfschule in Stuttgart gehalten hat,® fihrt er zum 4. und 5. Schuljahr aus:

,Im vierten Schuljahr wird das fortgesetzt, was in den ersten Schuljahren gepflogen
worden ist. Aber jetzt missen wir (bergehen zur Bruchlehre und namentlich zur
Dezimalbruchlehre.

Wir wollen dann im fiinften Schuljahr mit der Bruchlehre und mit der Dezimalbruchlehre
fortsetzen und alles dasjenige an das Kind heranbringen, was ihm die Fahigkeit
beibringt, sich innerhalb ganzer, gebrochener, durch Dezimalbriche ausgedrickter
Zahlen frei rechnend zu bewegen. “

Hier wird nur inhaltlich angegeben, was in den betreffenden Klassen zu behandeln ist.
Methodisch geht er auf das Bruchrechnen acht Monate spéater in den in Basel gehaltenen
Vortragen etwas genauer ein:

., Bedenken Sie nur, wie nahe es liegt, nach den Angaben, die ich gemacht habe, beim
Rechnen neben der gewodhnlich blof? beobachteten synthetischen Methode aufzusuchen
die analytische Methode, von der Summe und vom Produkt, nicht allein von den
Addenden und von den Faktoren auszugehen.* Wie nahe liegend ware es, in
ausfihrlicher Weise gerade von diesem Gesichtspunkte aus die Bruchrechnung zu
behandeln und alles was damit zusammenhangt. Ich will tber diese Einzelheiten nur das
Folgende sagen. Ich will Sie darauf aufmerksam machen, dass wir in dem Augenblick,
wo wir vom Rechnen mit ganzen Zahlen zum Rechnen mit Briichen ibergehen, wir ganz
naturgeman ins Analysieren hineinkommen, denn Zahlen bis zu Brichen verfolgen, heif3t
eben Analysieren; so dass es gerechtfertigt ist, beim Bruchrechnen ein anderes Element
in die Unterrichtsmethode einzufiihren als beim Rechnen mit gewohnlichen Zahlen. *

Nach ein_em Hinweis auf die damals verwendeten ,,Rechenmaschinen®, die nicht zu einer zu
starken Uberschatzung des Anschauungsprinzips fuhren dirften und auf die Bedeutung der
Gedéachtnisbildung in diesem Alter, féhrt er fort:

,Beim Bruchrechnen ist es etwas anderes. Weil das Entstehen des Bruches
gewissermalien etwas Analytisches ist, muss man diesem analytischen Beddirfnis, das ich
in den vorigen Stunden erwahnt habe, entgegenkommen. Dafiir ist es gut, die
Bruchrechnung so anschaulich wie mdglich zu machen. Das kann vielleicht gerade
dadurch geschehen, dass man einen grof3en Wiirfel teilt in kleine Wiirfel.... Man kann ja
sehr hlbsch allerlei Beziehungen der Sechzehntel, Achtel und so weiter den Kindern
klarlegen, wenn man den Wiurfel teilt. Wendet man dann spater dazu verschiedene
Farbengebung der Teile an, dann kann man, indem man die gegliederten Wurfelteile
wiederum zusammensetzt in verschiedenen Methoden [Weisen E.S.] daran
auBerordentlich viel anschaulich machen.

Nun mdchte ich aber, dass namentlich der Ubergang von den gewdhnlichen Briichen zu
den Dezimalbriichen nicht in einer unrationellen Weise, in einer unwirklichkeitsgemalen
Weise an die Kinder herantritt. Die Kinder sollten vom Anfange an ein Gefuhl dafir
bekommen, dass das Benutzen des Dezimalbruches eigentlich auf menschlicher
Konvention, auf einer Art menschlicher Bequemlichkeit beruht, und sie sollten ein
weiteres Gefiihl davon bekommen, dass das Ansetzen des Dezimalbruches eigentlich

® Erziehungskunst. Seminarbesprechungen, GA 295

* Vergleiche den Vortrag vom 5. Mai 1920 in Die Erneuerung der padagogisch-didaktischen Kunst durch
Geisteswissenschaft, GA 301 sowie seine Ausfihrungen dazu im 4. Vortrag von Erziehungskunst.
Seminarbesprechungen und die Vortrdge vom X und Y in Erziehungskunst 1. Methodisch-Didaktisches. Siehe
auch Ernst Schuberth, Der Anfangsunterricht in der Mathematik an Waldorfschulen, Stuttgart 1993
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nichts weiter ist als ein Fortsetzen derselben Methoden, welche unseren Zahlen
Uberhaupt zugrunde liegen, indem wir bis zehn zéhlen und dann die Zehn-Zahl
neuerdings in der Zwanzig (= 2x10) enthalten ist - dann wird bei zwanzig eine neue
Zehnerreihe angeschlossen und so weiter. Rechnen wir nach links mit demselben Prinzip,
mit dem wir rechnen, wenn wir die Dezimalbriiche nach der rechten Seite hin ausbilden,
so kann das Kind einen Begriff davon bekommen, dass das eigentlich relativ ist, dass ich
eine Einheit auch haben konnte, indem ich den Dezimalbruch um zwei Stellen nach
rechts setze. Dieses Konventionelle, das in den Einteilungen steckt, sollte den Kindern
durchaus vom Anfange an beigebracht werden.

Dann wirde manches auch wiederum Konventionelle sich hineinfigen in die soziale
Ordnung. Mancher falsche Autoritatsglaube wiirde verschwinden, wenn alles dasjenige,
was im Grunde genommen auf Ubereinkunft beruht, von vornherein auch als solches
durch Ubereinkunft Festgestelltes an das Gemiit des Kindes herangebracht wiirde. Vor
allem aber wird geisteswissenschaftliche Durchdringung diese Erziehungskunst so zu
gestalten versuchen, dass das Kind in der Zeit vom Zahnwechsel bis zur Geschlechtsreife
mit Bericksichtigung all dessen, was wir tber die Lebensepochen und das Hervortreten
der Fahigkeiten in den Lebensepochen gesagt haben, dazu kommt, eine Vorstellung von
dem praktischen Leben zu haben. Jeder einzelne Gegenstand sollte dazu verwendet
werden, das Kind hineinzufiihren in eine Anschauung iiber das praktische Leben.

Rudolf Steiner greift hier im Zusammenhang mit dem Bruchrechnen eine Reihe von
Unterrichtsprinzipien wieder auf, die er schon in fruheren péadagogischen Vortragen
dargestellt hat. Dies sind: Der Beginn mit der Analyse vor einer Synthese, die klare
Unterscheidung von Konvention und in der Sache liegender Gesetzmaligkeit, die Forderung
nach Lebenspraxis und die Betonung der Aufgabe, allgemeine menschliche Fahigkeiten, nicht
nur spezielle Fachkenntnisse im Kind zu entwickeln.

Gegenuber vielen traditionellen Unterrichtskonzepten erscheint der vorgeschlagene
Zeitpunkt zur Einfuhrung des Bruchrechnens recht frih gelegen, namlich bereits in der 4.
Klasse. Bei einem Vergleich mit Darstellungen, welche fiir eine 6. Klasse konzipiert sind, ist
dies zu berticksichtigen.

Nimmt man den Rickbezug zu den vor allem fir die ersten Klassen gegebenen
Anregungen auf.® so ergibt sich fir den Lehrer die Moglichkeit, die Kinder vieles noch einmal
auf hoherer Stufe durchleben zu lassen, was ihnen im Anfangsunterricht begegnete. Damit
ergibt sich eine Curriculumspirale: Auf hoherem Niveau kehrt das Kind zu Themen zurtick,
mit denen es sich schon einmal auseinandergesetzt hat. Da der Mathematikunterricht
weiterhin in der Hand des Klassenlehrers liegt, kann er sehr bewusst Rickbeziige zum
Vergangenen und die Betonung des Neuen gestalten.

Im Band 3, Seite 19ff. dieser Reihe haben wir auf den dreistufigen Aufbau des
Mathematikunterrichts in den Klassen 1 bis 8 hingewiesen. Sie bilden aus der Sicht des
Klassenlehrers Unter-, Mittel- und Oberstufe seiner ,,Klassenlehrerzeit”. Mit der 4. Klasse
beginnt die mittlere Stufe, und wir werden auf die besonderen Entwicklungsbedingungen des
Kindes in diesem Alter hinweisen. Die Entwicklungssituation des Kindes kann mit Inhalt und
Methodik des Unterrichts so zusammenklingen, dass die Mdglichkeiten eines bildenden und
erziehenden Unterrichts eine positive Resonanz bei den Kindern wecken — eine begeisternde
Unterrichtserfahrung fir Lehrer und Schiiler.

® GA 301, 11. Mai 1920 (abends)
® Vergleiche Ernst Schuberth, FuRnote 2



Zur seelischnen Entwicklung im 11. Lebensjahr und das

Bruchrechnen

In der Zeit der 3. und 4. Klasse durchlduft das Kind eine tiefgreifende Veranderung seines
seelischen Erlebens und damit seines Verhéltnisses zu der sozialen und nattrlichen Umwelt.
Sie geht mit einer bewussteren Selbsterfahrung einher. Diese bewusstere Selbsterfahrung
fihrt zu tiefgreifenden Krisen im Selbstverstdndnis des Kindes und in seinem Verhaltnis zu
den Erwachsenen. Einerseits erwacht ein verstérktes Selbstbewusstsein, mit dem es deutlicher
als zuvor Innen- und AufRenwelt unterscheiden und als getrennte Handlungsraume erkennen
kann. Es betrachtet vieles in bewusstem Abstand und handelt entsprechend: Es verbirgt
Getanes vor anderen, liebt Heimlichkeiten und erprobt nicht selten das bewusste Ligen, bei
welchem ja das innere Wissen und die bei anderen Menschen geweckten Vorstellung
auseinander fallen. Anderseits sucht es immer wieder Schutz bei den vertrauten Erwachsenen
und versucht, noch einmal liebevoll-anhanglich zu sein

Die Zeit, in welcher sich das Kind noch weitgehend in einer Einheit mit der Welt
empfindet, geht aber unumkehrbar dem Ende zu. Wie alle Krisen, ist auch diese januskopfig:
Ruckwarts gewandt versucht das Kind, die alte Geborgenheit zu bewahren, nach vorne
erprobt es die neue Selbstandigkeit. Mit diesem Wissen konnen wir Erwachsene die
offenkundigen Widerspriichlichkeiten verstehen, dadurch ertragen und liebevoll begleiten. ’
Rudolf Steiner weist in den Vortragen Die padagogische Praxis ...% auf noch weitere Aspekte
des infrage stehende Alters und seiner Behandlung in folgender Weise:

,Man muss sich nun das pddagogische Geschick aneignen, aus der Art und Weise des
Kindes die groRe Lebensfrage, die das Kind jetzt an uns stellen will, im individuellen
Falle richtig zu wéagen.

Was ist denn eigentlich diese Lebensfrage? Nun, sehen Sie, bis zu diesem Lebenspunkte
hat sich das selbstverstandliche Autoritatsverhaltnis eigentlich so herausgebildet, dass
man als Lehrer und Erzieher dem Kinde die Welt ist. Fur das Kind bewegen sich die
Sterne, weil es weil3, dass sein Erzieher weil3, dass sich die Sterne bewegen. Alles ist
eben gut und bose, schdn und hasslich, wahr und falsch, weil es der Lehrer und Erzieher
so in sich hat. Es muss alles, was von der Welt kommt, in einem gewissen Sinne durch
Lehrer und Erzieher durchgehen; das ist das einzig gesunde Verhaltnis. Zwischen dem 9.
und 10. Lebensjahr, manchmal etwas spater, stellt sich, nicht in Begriffen und
Vorstellungen, aber in Gefiihl und Empfindung, vor die Seele des Kindes die Frage: Ja,
woher hat denn der Lehrer und Erzieher das alles? Da beginnt namlich pl6tzlich, wenn
ich mich bildlich ausdriicken darf, dieser Lehrer und Erzieher durchsichtig zu werden.
Man will hinter ihm die Welt sehen, die hinter ihm lebt. Da muss er standhalten; da muss
er gegeniiber dem, was das Kind heranbringt, in dem Kinde die Uberzeugung erhalten,
dass er richtig in das Rickwarts, in die Welt, eingeschaltet ist; dass er Wahrheit,
Schonheit und Gite wirklich in sich tragt. Da prift die unbewusste Natur des Kindes den
Lehrer in einer ganz unerhdrten Weise, mdchte ich sagen. Sie prift ihn, ob er nun
wirklich die Welt in sich tragt, ob er wirdig war, bisher ihm der Repréasentant des
ganzen Kosmos zu sein. “9

" Siehe auch: Hans Miiller-Wiedemann, Mitte der Kindheit: Das neunte bis zwdlfte Lebensjahr. Beitrage zu einer
anthroposophischen Entwicklungspsychologie. Verlag Freies Geistesleben, Stuttgart 2014’. Hermann Koepke,
Das neunte Lebensjahr, Verlag am Goetheanum 2010

8 Rudolf Steiner, Die padagogische Praxis vom Gesichtspunkte geisteswissenschaftlicher Menschenerkenntnis.
Die Erziehung des Kindes und jiingeren Menschen. GA 306, Acht VVortrage, Dornach, 15. bis 22. April 1923, 5.
Vortrag vom 19. April 1923

% Siehe http://anthroposophie.byu.edu/vortraege/306a.pdf
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Die Antwort auf die veranderte seelische Konstitution durch den Lehrplan

In den Waldorfschulen berticksichtigen wir diesen ganzen Komplex der genannten
Verénderungen, indem wir in der 3. Klasse ausfiihrlich die Schopfungsgeschichte nach dem
Alten Testament - das Hervorgehen der Welt aus Gott und ihre Geborgenheit in Gott - aber
auch die Vertreibung aus dem Paradies mit allen Folgen darstellen. In ausgedehnten Epochen
werden die Kunste gepflegt, die Adam und Eva nach dem Verlust des Paradieses auszutiben
hatten: den Ackerbau, den Hausbau und die Handwerke. Es gehort zu den eindriicklichsten
Erfahrungen von Lehrern und Eltern, den Zusammenklang dieser Unterrichtsinhalte mit der
seelischen Situation der Kinder zu erleben.*

In der Hausbauepoche lernt das Kind, sich und den Mitmenschen eine Behausung zu
verschaffen, die ihn nicht wie das Paradies ohne Gefahren aufnimmt. Es lernt, sich neu in der
Welt einzuhausen.

Dieses Herauslosen aus Weltzusammenhéngen l&sst die Kinder auch ein neues Verhéltnis
zu der aufermenschlichen Natur finden. Daher setzen in der 4. Klasse die ersten
naturkundlichen Betrachtungen ein, die nicht nur Naturformen - Tiere, Pflanzen und Steine -
beschreiben und benennen, sondern sie werden nun in Beziehung zu einander und
insbesondere zum Menschen gesetzt. Man kann sagen: Der Verlust der ursprunglichen Einheit
verlangt ein bewusstes Aufsuchen der Beziehungen und damit nicht nur ein Kennen, sondern
ein Erkennen.!! Durch die Sprachlehre wird dieses bewusstere Weltverhaltnis in einer ersten
Wortkunde gepflegt. Hat das Kind bis dahin weitgehend naiv in und mit der Sprache gelebt,
so entsteht nun ein wacheres Sprachbewusstsein, das zugleich ein wacheres Verhaltnis zur
sozialen Umwelt anlegt.

Wie wir aus den Lehrplanvortragen zitierten, regte Rudolf Steiner an, das Bruchrechnen in
der 4. und 5. Klasse zu behandeln.

Die Aufgabe, die der Mathematikunterricht mit dem Bruchrechnen in dieser
Entwicklungssituation leisten kann, wird besonders anschaulich, wenn man den hier
geschilderten Einstieg mit dem Beginn des Rechenunterrichts im 1. Schuljahr vergleicht.'?
Dort stand am Anfang der Begriff der Einheit. Durch Gliederung waren daraus die Zahlen
hervorgegangen. Im weiteren Verlauf des Rechenunterrichtes wurde dieser analytische
Beginn durch die Synthese erganzt.

Den Beginn des Bruchrechnens haben wir ahnlich begonnen, indem wir die Einheit (den
Stock) zerteilten. Wieder ist aus der Einheit die Vielheit hervorgegangen. Um den Begriff des
Bruchteils zu bilden, mussen wir aber das einzelne Teil wieder auf das urspringliche Ganze
rickbeziehen. Der Begriff eines Bruchteiles macht nur Sinn, wenn das Ganze, von dem es ein
Teil ist, bekannt ist. Ein Viertel Wasser, eine Viertellange geben keinen Sinn, wenn sie nicht
auf eine Einheit wie zum Beispiel ein Liter, eine Gallone beziehungsweise ein Meter oder ein
Yard bezogen werden. Die folgende Skizze symbolisiert den Unterschied im Hervorgehen der
Zahlen aus der Einheit im 1. Schuljahr und der Bildung der Briiche im 4. Schuljahr.

% Die Frage, welchen Bezug diese alten Bilder und traditionellen Tatigkeiten zu Kindern haben kénnen, die
inmitten einer modernen technischen Umwelt aufwachsen, ist manche Uberlegungen und Erfahrungen wert.
Hier kann darauf nur hingewiesen werden.

! Siehe Rudolf Steiner, Erziehungskunst. Methodisch-Didaktisches GA 294

'2 Siehe Ernst Schuberth, FuRnote 2ccc
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Abb.13a und 13b

Dieser Riickbezug ist nun aber charakteristisch fir das beschriebene neue Weltverhaltnis
des Kindes in diesem Alter. In dem vorangehenden Lebensabschnitt identifizierte es sich noch
stark mit allem Wahrgenommenen. Es war bewusstseinsmaRig bei den Dingen, die es
wahrnahm. Es ging sozusagen in seinen Wahrnehmungen auf.

Mit dem beschriebenen verstarkten Selbstbewusstsein tritt zugleich Distanz zur Umwelt
ein. Das Kind nimmt nun nicht nur die Dinge wahr, sondern es entwickelt ein stérkeres
Bewusstsein dafiir, dass es selber die Person ist, welche die Dinge wahrnimmt. Dies auRert
sich auch in solchen Dingen, dass viele Kinder von sich aus jetzt beginnen, die gut bekannte
Lehrerin oder den Lehrer mit Sie anzusprechen. Dazu treten Klagen tber ein Isoliertsein auf,
sie fuhlen sich alleine, ohne Freund oder Freundin: Ein meist schmerzhafter Einschnitt, aber
auch das erste Empfinden des eigenen Weges, auf dem die Beziehungen zu anderen
Menschen neu gefunden und aufgebaut werden missen - wie es die Erwachsenen nicht zuletzt
in der Midlife-Crisis in anderer Form durchzumachen haben.

Natdrlich wird im gewohnheitsméaRigen Anwenden der Bruchrechenregeln der Bezug zur
Einheit kaum mehr zu Bewusstsein gelangen. Aber gerade die vielfaltigen Ubungen im Bilden
von Bruchteilen stellen den einzelnen Bruch immer wieder in seiner Beziehung zu einer
Einheit dar. Dies kann Anlass sein, derartige Ubungen (iber langere Zeit vorzunehmen und
sich nicht zu schnell nur dem Einuiben der Rechenregeln zuzuwenden.

Die Zusammenarbeit im Klassenkollegium

Ganz generell sucht ein Klassenlehrer in moglichst vielfaltige Beziehungen zu der Arbeit
seiner Mitkollegen zu kommen - vor allem zu denjenigen, die auch in seiner Klasse
unterrichten. In die Klassenkonferenzen gehdrt wie selbstverstandlich eine Absprache und
Abstimmung der geplanten Unterrichtsinhalte. Haufig kann der Klassenlehrer aus seinen
Epochen Anregungen geben, was im Fremdsprachenunterricht, der Musik, dem Sport und
anderen Fachern getan werden kann, und er erhélt Anregungen aus diesen Fachern.
Empfehlenswert ist es, wenn die Fachkollegen etwas spater Themen aus dem Hauptunterricht
aufgreifen und sie aus ihrem Fach heraus in einem neuen Licht erscheinen lassen. Wie schon
klingt es zusammen, wenn nach der letztgeschilderten Ubung der Musiklehrer die ganzen,
halben, Viertel-, Achtel-Noten aufgreift, ihre Darstellung im Notenbild zeigt und so die
Beziehung zum Bruchrechnen herstellt. Auch koénnen in der Eurythmie die Notenwerte
gelaufen und taktiert werden.*®

Naturlich sind vielen Kindern Noten schon vertraut. Wird aber jetzt die Beziehung zum
Bruchrechnen hergestellt, so gewinnen beide: der Klassenlehrer und der Musiklehrer. Fiir den
Klassenlehrer wird die Bedeutung des Gelernten im Leben durch den Musiklehrer
unterstrichen. Es l&sst sich mit dem Gelernten etwas anfangen! Der Musiklehrer wiederum
gewinnt fir seinen Unterricht bei den Kindern ein groReres Bewusstsein und eine grofere
Aufmerksamkeit fir die Notenwerte. Er behandelt sie naturlich nicht um der Mathematik

13 Siehe Rudolf Steiners entsprechende Hinweise in: Erziehungskunst. Methodisch-Didaktisches, 4. Vortrag
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willen, sondern wegen ihrer Bedeutung in der Musik. Er wird an Beispielen deutlich machen,
wie anders wir ein Musikstiick je nach seinen Notenwerten erleben. Fur ihn ist dies nur ein
Teil der musikalischen Elemente, mit denen er umgeht. Er kann das TaktmaRige, das in den
Bewegungsiibungen im Hauptunterricht oft Gberwiegt, zum Rhythmus steigern, der belebend
die wechselnden Geschwindigkeiten in sich tragt und die Kinder ins Kunstlerische erhebt. Der
vom Kind erlebte Zusammenklang zweier oder mehrerer Lehrer birgt zudem in sich ein
erzieh&risches Moment, das in seiner Bedeutung kaum hoch genug eingeschatzt werden
kann.

Sehr 6konomisch ware es, wenn die Sprachlehrer in geringer zeitlicher Versetzung zum
Hauptunterricht auch die fremdsprachlichen Bezeichnungen fir die Briiche einfihren kénnten
oder sogar die Kinder dahin fiihrten, eine vom Hauptunterrichtslehrer geschriebene Rechnung
in einer Fremdsprache vorzulesen. Was heilRen Z&hler und Nenner in verschiedenen
Sprachen? Was Erweitern und Kdirzen? Fir manchen nicht muttersprachlichen
Fremdsprachenlehrer werden diese Fragen vielleicht Anlass zu Kontakten mit einem
Muttersprachler seiner Sprache sein. Es sind flr solche Querbeziige zwischen den Féchern
nicht viele Stunden notwendig, aber das Wiedererkennen gleicher oder verwandter Themen
bei verschiedenen Lehrern l&sst die Kinder aufmerken auf das soziale Miteinander unter
Erwachsenen, die sich um es bemuhen.

Uberblick tber die 4. Klasse

In der 3. Klasse wurde mit den schriftlichen Rechenoperationen (schriftliches Addieren
und Subtrahieren) begonnen. Dazu kamen das Rechnen mit GrofRen (Sachrechnen) und ein
anfangliches rhythmologisches Rechnen. Die Formenlehre wurde noch als kinstlerisch
gestaltetes Formen zeichnen weiter gepflegt.

Weder die schriftlichen Rechenverfahren (Rechenalgorithmen) noch das Sachrechnen sind
abgeschlossen. Sie werden in der 4. Klasse und zum Teil noch in der 5. Klasse weitergefuhrt
und vertieft. Dennoch sollte der Mathematikunterricht in der 4. Klasse mit den neuen
Inhalten, die das Bruchrechnen gibt, begonnen werden. Sie markieren am deutlichsten den
Wandel, den das Kind von der 3. zur 4. Klasse seelisch vollzogen hat.

Um das Bruchrechnen nicht vom Rechenunterricht der vorangehenden Klassen isoliert
erscheinen zu lassen, sollte auch alles auf hoherer Stufe wieder aufgegriffen werden, was als
Hauptanliegen in diesen Klassen auftrat. Nur auf zwei Dinge soll hier noch einmal
hingewiesen werden: auf die seelische Farbung, die bei den Rechenoperationen durch die
Tingierung mit den Temperamenten erreicht wird und auf das Sachrechnen mit seiner
Hinwendung zur Welt. Damit wird der Lehrer einerseits aufgerufen, aus der
Waldorfpadagogik heraus den Mathematikunterricht seelisch zu gestalten,’® andererseits mit
dem Sachrechnen lebenskundliche Elemente einzubeziehen und die immer notwendige Pflege
von so genannten eingekleideten oder Textaufgaben fortzufiihren.

In der Geometrie tritt neben das Formenzeichnen eine genauere Beschreibung der
geometrischen Grundformen und ihrer Beziehungen.®

1 Siehe Rudolf Steiner, Erziehungskunst. Methodisch-Didaktisches, xxx. Vortrag
1> Rudolf Steiner, Erziehungskunst. Methodisch-Didaktisches, GA 294, 1. Vortrag

18 Siehe Ernst Schuberth, Der Geometrieunterricht an Waldorfschulen, Bd.2, Vergleichende Geometrie und
geometrische Grundkonstruktionen... Freies Geistesleben, Stuttgart 1998
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Die Einfihrung des Bruchrechnens in der 4. Klasse

Die erste Epoche

Der erste Tag

Zu Beginn der ersten Rechenepoche im 4. Schuljahr gibt der Lehrer - wie am Anfang jeder
Epoche - eine kurze Einfiihrung zu dem Neuen, dem die Kinder nun begegnen werden. Der
Lehrer kann darauf aufmerksam machen, wie die Kinder schon recht gut zusammenzéhlen
(addieren), wegnehmen (subtrahieren), malnehmen (multiplizieren) und teilen (dividieren)
kdnnen, wie man aber im Leben auch mit Teilen rechnen kdnnen muss. Wie teilt man Teile?
Wie z&hlt man Teile zusammen oder wie kann man sie voneinander abziehen? An einfachen
Beispielen kann man den Kindern verstandlich machen, wie es zum Bruchrechnen kommt.

Ist man im 1. Schuljahr der Anregung Rudolf Steiners gefolgt, die er in Torquay/England
gab, so kann man noch einmal in ahnlicher Art beginnen.'” Dort war angeregt worden, vor
den Kindern einen Stock zu zerbrechen und so aus der Einheit die Vielheit hervorgehen zu
lassen.

So kann der Lehrer ohne weitere Worte erneut einen kraftigen Stock krachend zerbrechen.
Urbildhaft geht damit etwas in die Briiche. Der ausgeloste Uberraschungseffekt wird
Aufmerksamkeit erregen und eine Ruckbesinnung auf die 1. Klasse ermdéglichen: Aus der
Einheit entsteht die Zwei.

Nach der Stockteilung werden eine Anzahl mitgebrachter Apfel verteilt, aber weniger als
Kinder in der Klasse sind. Anschaulich und ansprechend wird der moralische Aspekt des
gerechten Teilens behandelt. Ein besonders schones Bild gibt ein groRer runder Brotlaib ab,
der mit seinem Duft das ganze Klassenzimmer erfullt. Nicht ganz einfach, aber sehr bildhaft
wird das Aufschneiden in die richtige Anzahl gleich grolRer Stiicke fir jedes Kind: Die
Teilung erzeugt die Vielheit. Ein Bild im Epochenheft kann die Apfel- oder Brotteilung
festhalten. Ein solcher Einstieg in das Bruchrechnen kann zu Aufmerksamkeit, Fragen und
schlieBlich zum Gesprach flhren.

An das Bild des zerbrochenen Stocks werden sich manche Kinder an die 1. Klasse erinnern
und vielleicht sagen ,,Das haben Sie (oder hast Du) frither schon einmal gemacht.* Das kann
man gut aufgreifen und antworten: ,,Ja, das haben wir schon einmal gemacht. Da waren wir in
der 1. Klasse. Wir haben gesehen, wie aus der Einheit alle anderen Zahlen hervorgehen
konnen. Jetzt sind wir in der 4. Klasse. Ihr habt schon recht viel gelernt und seid auch tuchtig
gewachsen. Deshalb kénnen wir daran jetzt auch etwas ganz anderes lernen. Man kann
ndmlich an derselben Sache oft viele verschiedene Dinge lernen. Es kommt nur darauf an,
dass man selber nicht immer derselbe oder dieselbe geblieben ist. Wenn man von einer Sache,
die man schon kennt, etwas Neues lernt, dann merkt man am besten, dass man selber nicht
mehr der oder die Alte ist.

Nun schaut, ich habe den Stock in zwei Stocke zerbrochen. Friiher haben wir so gesehen,
dass aus der Eins die Zwei hervorgehen kann. Jetzt kdnnen wir uns schon viel besser erinnern,
wie der Stock zuerst aussah und wie die zwei Stocke jetzt aussehen. Wenn wir sie nun
miteinander vergleichen - die beiden neuen Stocke mit dem alten, den wir vorher hatten, vor
dem Zerbrechen, so sehen wir: Jeder ist die Halfte vom alten Stock. Wir sagen auch: Jeder ist
ein Halbes vom urspriinglichen Ganzen. - Nun will ich euch zeigen, wie die Erwachsenen ein
Halbes schreiben. Dazu zeichnen sie zuerst den Stock, dann schreiben sie Uber den Stock die

7 Vergleiche Rudolf Steiner, Die Kunst des Erziehens aus dem Erfassen der Menschenwesenheit GA 3011,
insbesondere 5. Vortrag und Ernst Schuberth, Der Anfangsunterricht in der Mathematik an Waldorfschulen:
Aufbau, fachliche Grundlagen und menschenkundliche Gesichtspunkte, Verlag Freies Geistesleben, Stuttgart
2012
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1, die uns sagt, dass der Stock die Einheit war. Wir haben ihn in 2 Teile zerbrochen. Daraus
sind die beiden Hilften entstanden. Diese 2 schreiben wir unter den Stock.*

Der Lehrer begleitet dies mit dem zeichnerischen Anschrieb an die Tafel. (Abb. 1) und fahrt

fort.

Abb. 1

,»30 schreibt man ein Halbes auf. Wir haben die Einheit, die wir anfangs hatten, in zwei
Halbe zerlegt. Deshalb kénnen wir schreiben (Abb. 2)

2 2

und lesen: Das Ganze ist ein Halbes und ein Halbes.*

Nachdem dies angeschaut, besprochen und gelesen wurde, kann man fortfahren: ,,Hier
habe ich euch noch einen anderen Stock mitgebracht. Er ist auch eine Einheit. Ich werde ihn
nun aber anders als den ersten Stock zerbrechen, ndmlich in 3 (ungefahr) gleiche Teile.” Und
nun bricht der Lehrer den - vielleicht vorher schon eingekerbten Stock in 3 annahernd gleiche
Teile. Jeder ist ein Drittel des urspriinglichen Stockes. ,,Wollen wir das Drittel schreiben, so
zeichnen wir zuerst wieder den Stock auf, schreiben darlber die 1, die uns sagt, dass der
Stock am Anfang die Einheit war und unter den gezeichneten Stock schreiben wir die 3. Sie
sagt uns, in wie viele Teile der Stock zerbrochen wurde. Jedes Teil ist ein Drittel des
Stockes.” Wéhrend des Sprechens hat der Lehrer an die Tafel das Drittel zeichnerisch
geschrieben. (Abb. 3)

3

Abb. 3
Wieder kdnnen wir auch schreiben

Tgeios

So verfahren wir noch am gleichen Tag mit dem Viertel und dem Fiinftel. Nachdem dies
alles sorgféltig in die Hefte (bertragen wurde, wenden wir uns anderen Inhalten zu, die im
Hauptunterricht noch Platz haben sollen, wie zum Beispiel dem Erzéhlstoff.

Der zweite Tag

Am zweiten Tag schreiben wir die behandelten Stammbriche - das sind die Briiche, die auf
dem Bruchstrich eine 1 stehen haben - an die Tafel und fragen die Kinder, was sie bedeuten.
Sollte ein Kind gefehlt haben, kann man die Gelegenheit gut nutzen, ein Kind den
durchgenommenen Gang noch einmal kurz darstellen zu lassen. Es darf wiederholen, was der
Lehrer am Vortag den Kindern beigebracht hat. Dann kann man zuné&chst fortsetzen, indem
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man ein Sechstel, ein Siebtel, ein Achtel und so fort anschreiben Iasst. Ist dies ganz gesichert,
kann man nun mit einer Fllle von praktischen Tatigkeiten das Bruchteilen tben.

Beispielsweise kann jedes Kind eine Kugel aus weichem Ton erhalten, die am besten am
Tag zuvor mit Hilfe von einigen Kindern vorbereitet wurden und durch Bespriihen und
Abdecken mit feuchten Tlchern weich gehalten wurden. Mit Hilfe einer Kiichenwaage ist es
leicht, gleiche Tonmengen fiir alle Kinder bereitzustellen. Kommt es dann zum Ubungsteil,
werden die Kugeln ausgeteilt, und jedes Kind darf seine Kugel in lauter gleiche Kugeln
zerlegen.

Natdrlich muss der Lehrer hier ein Auge darauf haben, dass nicht ein (z.B. sanguinisches)
Kind mit winzigen Kiigelchen beginnt, die woméglich Anlass zu Wurfversuchen geben.*®
Viele Kinder werden sich selbstdndig eine Zahl suchen, andere kann man anregen, es doch
mit 13 oder 17 gleichen Kugeln zu versuchen. Am Ende wird man ein vielféltiges
Anschauungsmaterial haben, das gemeinsam betrachtet wird. Jedes Kind kann dann seine
eigene Gliederung in sein Heft zeichnen. Das wird nicht maf3stablich ausfallen, weil im Heft
der raumliche Eindruck fehlt und die Teile flachenmaRig mit dem Ganzen verglichen werden;
z.B. wirkt die (korrekte) Summe von 8 Kreisen mit haloem Durchmesser erheblich gréRer als
das Bild des Ausgangskreises mit vollem Durchmesser. Jedes Kind schreibt zur Zeichnung,
was es gemacht hat und welche Bruchteile dort zu sehen sind.

Abb. 5

Diese Ubungen zum Bruchteilen, Briiche zu bilden, werden wahrend einer langeren Zeit
immer wieder aufgegriffen und in Variationen wiederholt. Vielféltige Beispiele, die nach und
nach durchgefuhrt werden kdnnen, sind weiter unten angegeben. Auch werden die Kinder
darauf hingewiesen, dass es zwar Viertel, Finftel usw. heif3t, nicht aber ,,ein Zweitel*“ oder
,.ein Dreitel®, sondern ein Halbes und Drittel (= ein Dritt-TeiI).19

Der dritte Tag

Am dritten Tag flhren wir zunéchst die Bezeichnungen Z&hler und Nenner ein. Dabei
kann es sinnvoll sein, zunédchst die Bezeichnungen ,,Anzahl* und ,,Name* zu benutzen. Wir
hatten gelernt, dass sich die Einheit in drei Drittel zerlegen l&sst. Deswegen hatten wir
geschrieben
1

E R
3 3

M

1 —

8 Man bedenke, dass das Volumen mit der dritten Potenz des Radius wéchst. Hatte die Ausgangskugel
beispielsweise einen Durchmesser von 10cm (r = 5cm), dann enthdlt sie schon 125 Kugeln mit einem
Durchmesser von 2cm (r = 1cm). Werden die Teilkugeln noch kleiner, so wéchst ihre Anzahl sehr rasch (z.B.
1000 Kugeln mitd = 1cm)!

9 Einleitend wurde gesagt, dass das vorgeschlagene Vorgehen vom Lehrer und der Klasse bestimmt werden
muss. In vielen Situationen wird es richtig sein, zum Beispiel einige Tage nur mit % und ¥4 zu rechnen, bis der
Begriff des Bruches vertraut geworden ist. Daran anschliefen kann sich dann zunédchst das Rechnen mit
Achteln, dann Dritteln, Sechsteln und Zwdlfteln.
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Da es sich um drei gleiche Teile handelt, kénnen wir sie auch zahlen und damit vom Addieren
zum Multiplizieren Gbergehen. Wie wir von 2 + 2 + 2 zu - ,,dreimal 2 iibergehen, kénnen wir
auch von 1/3 + 1/3 + 1/3 zu ,,dreimal 1/3 {ibergehen:

1=1/3+1/3+1/3=3-1/3.
Wir schreiben eine solche Anzahl gleicher Teile dann statt 3%vie| lieber g schreibt. Es ist

also
1_3

1=3-3=3
Wir konnen die Kinder dies im Heft malen lassen in Form einiger gleich groRer
Freihandkreise, die sie in gleichmaRige Segmente aufteilen. Der erste Kreis ist ungeteilt mit
der Inschrift ,,1%“. Der zweite Kreis ist halbiert, in jeder Hélfte steht ,,1/2 daneben ,,2/2
Entsprechend geht es weiter mit weiteren Kreisen, wobei das Aufteilen durch fortgesetztes
Halbieren in Viertel oder Achtel den Kindern besonders leicht fallt. Fur die Achterteilung
koénnen wir auch einen groRen auf farbiges Papier kopierten Kreis zum Ausschneiden und
Falten als Hausaufgabe mitgeben und ihn spater im Heft fixieren.

Nicht zu unterschatzen ist das Dritteln eines Ganzen oder gar eines Halben in Sechstel: Der
erste Teil muss so abgetrennt werden, dass der verbleibende Rest genau doppelt so grof3
bleibt. Hier bewahrt sich die vielfiltige Ubung im Formenzeichnen, die nun einen
uberschauenden Vorblick ermdglicht. Schon, aber etwas schwieriger ist die Funfteilung,
obwohl der Fiinfstern als Figur gut bekannt ist.

—— — —— - e —

Abb. 6: Verschiedene Kreisteilungen und (additive) Gliederungen des Ganzen

Hat man eine andere Anzahl von gleichen Bruchteilen, so schreibt man entsprechend die
Anzahl auf den Bruchstrich, wahrend die Zahl unter dem Bruchstrich den Namen, also die Art
der Bruchteile angibt. Beispiele sind:
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1 Viertel wird geschrieben 1/4. Zwei Viertel werden geschrieben 2/4, drei Viertel 3/4,
und wenn man sogar sieben Viertel-Apfel auf dem Teller hat, schreibt man dies 7/4.
1 Drittel wird geschrieben 1/3. Zwei Drittel werden geschrieben 2/3, drei Drittel 3/3, und
wenn man zum Beispiel vier Drittel Apfel hat, schreibt man dies 4/3.
Die Zahl auf dem Bruchstrich zahlt also die Bruchteile, die Zahl unter dem Bruchstrich nennt
ihren Namen. Deshalb sagen wir zur Zahl auf dem Bruchstrich Zahler und fur diejenige unter
dem Bruchstrich Nenner. Der Zéhler ist seiner Bedeutung nach also ein ,,Malnehmer*
(Multiplikator), wéhrend der Nenner den ,,Aufteiler” oder ,,Einteiler (Divisor) bezeichnet,
durch den die Einheit geteilt wurde:
Der Bruch 3/8 sagt uns also, dass wir das Ganze in 8 gleiche Anteile (mit dem Namen
,»Achtel*) aufgeteilt und davon dreimal genommen haben, also haben wir 3 ,,Achtelstiicke®.
Hierzu werden nun eine Reihe halbmundlicher Ubungen in zwei Richtungen durchgefiihrt.
In der ersten Richtung lassen wir eine Anzahl gleicher Stammbriiche als gewohnlichen Bruch
schreiben, wie als Beispiele oben angegeben. In der zweiten Richtung schreiben wir Briiche
an die Tafel und lassen sie von den Kindern lesen. AuBerdem haben sie zu sagen, welche Zahl
der Zahler und welcher der Nenner ist. Ich gebe einige Beispiele als Ubung an, die aber frei
fortgesetzt und unter Nachbarn selber gestellt werden kénnen.
Ubungen
1. Schreibe die folgenden Summen als Bruch:
1V/4+1/4+1/4=2 1/S+1/5+1/5=2 1/T+1/7T+1/T+1/7=7 ...
2. Lies die Briiche und gib an, welches der Zahler und welches der Nenner ist:
3/4; 5/3; 9/4; 2/17; 17/2; 63/8; 297/411.
Sind das Lesen und Schreiben von Briichen gesichert, die gelernten Bezeichnungen ins
Heft geschrieben und vielfaltig getbt, kénnen die ersten Additionen und Subtraktionen
mit gleichnamigen Briichen durchgefiihrt werden. Beispielsweise rechnen wir

1.2.3 1 E:% und so fort.

—+—=—=; =+

3 3 3 4 4
Mit einfachen Ubungen zum Addieren und evtl. sogar Subtrahieren fiir zu Hause beenden wir
das Bruchrechnen fiir diesen Tag.

Der vierte Tag

Der vierte Tag dient zunéchst der Sicherung und Vertiefung des bisher Behandelten. Da
bei der Addition und Subtraktion von gleichnamigen Briichen gegentiber dem Rechnen mit
naturlichen Zahlen nichts Neues auftritt - es sind einfach die Zahler zu addieren bzw. zu
subtrahieren, wahrend der gemeinsame Nenner als Name beibehalten wird -, kann auf dieser
Stufe das Bruchrechnen auch rasch auf gréRereZahlen ausgeweitet werden. Damit gewinnen
die Kinder das Gefiihl, schon etwas sicher zu beherrschen. Die Unterscheidung von echten
und unechten Briichen - bei den echten ist der Zahler kleiner als der Nenner, bei den unechten
ist er gleich oder groRer - ist hier noch nicht wichtig. Wir werden bei Besprechung der so
genannten gemischten Zahlen darauf eingehen. In jedem Fall sind auch Briche wie 5/4
‘richtige’ Briiche, mit denen wir ,,ganz normal® rechnen diirfen. Fiinf Viertel Apfelstiicke sind
selbstverstandlich — aus mehr als einem Apfel — so herstellbar wie drei Viertel eines Apfels.
Beispiele:

1/2 +2/2 =3/2

2/3+2/3=4/3

3/4 +3/4 =6/4
Die arithmetischen Betrachtungen werden also von vielfaltigen Ubungen zum Bruchteilen
begleitet. Die langjéhrigen Erfahrungen der Kinder im Formenzeichnen, in denen auch die
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einfachen geometrischen Figuren behandelt werden, kommen hier den Kindern zugute. So
kann man sie auffordern, in verschiedener Art eine Bruchbildung zeichnerisch darzustellen.
Neben Einteilungen von Kreisen, Quadraten und Rechtecken sind auch gerade Strecken gut
zu teilen. Recht anspruchsvoll und als Herausforderung fiir begabte Schiler gedacht sind
Teilungen im Dreieck. Die Abb. 7 bis 9 geben einige unterschiedliche Beispiele fur die zuletzt
angegebene Rechnung.

Abb. 7 bis 9
(Selbst tberlegen ccc)
Wichtig ist es, den Kindern ein Gefuhl fir die GrolRenbeziehungen der Briiche zu

vermitteln. Bekannt ist die Scherzfrage: Mdchtest du von einem Kuchen lieber ;1; oder %

haben? Es muss fester Besitz werden, dass das Hundertstel sehr viel kleiner als ein Drittel ist.
Fir die Stammbriiche ist dies einfach zu Uberschauen: Je mehr Teile ich aus derselben Einheit
erzeuge, desto kleiner wird jedes Teil. Das fuhrt zur Regel: Ein Stammbruch ist umso kleiner,
je grofer der Nenner ist.

XXX

Kann auf den folgenden Abschnitt (Blick auf Kehrwertbildung bzw. Inversion) hier ganz verzichtet
werden? Fir den Klassenlehrer (und die Kinder) ist er eher irritierend (mindestens in der 4.Klasse).

Hier gut tberlegen, wie das Bild aussehen soll xxx

Die Beziehung zwischen den Vielfachen und den Bruchteilen einer Einheit kann man an
einer Strecke veranschaulichen. In Abb. 10 sind von der Grundstrecke, die wir als Einheit
betrachten, das Doppelte, Dreifach, Vierfache und die Halfte, ein Drittel, ein Viertel, ein
Funftel und so weiter dargestellt. Nach auRen verlangert sich die Ausgangsstrecke mit jedem
Schritt um die gleiche L&nge. Bei der Bildung der Bruchteile werden nach innen die
Teilschritte immer kleiner. Wie die &ufleren Teilpunkte unbegrenzt ins Unendliche
fortschreiten, so kénnen die inneren Teilpunkte nie den Anfangspunkt der Strecke erreichen.
Er ist fir diesen Teilungsprozess ein funktionell unendlich ferner Punkt.

Abb. 10 (Zeichnung fehlt noch) ccc

Solche Beziehungen zwischen der Verlangerung einer Strecke nach aufen und der
Unterteilung nach innen konnen in der vierten Klasse noch nicht Gegenstand des
systematischen Unterrichts sein. Der Lehrer kann aber in einer Bemerkung auf solche
Verhéltnisse aufmerksam machen und auf den Oberstufenunterricht verweisen, wo die Kinder
dartiber mehr lernen werden.?

Eine eingefligte Schreitibung kann das Gemeinte veranschaulichen: Wir zeichnen dazu
eine etwa 1 m lange Grundstrecke auf den Boden. Nach auBen verlangern wir die Strecke
mehrfach um ihre Lénge, nach innen bilden wir Halbe, Drittel und Viertel. Dann stellen sich
zwei Kinder an einem Ende der Strecke zunéchst eng bei einander — eines innen und eines
auflen. Macht nun das aufRere Kind einen Schritt mit der Lénge der Strecke weg vom anderen
Kind, dann hat es sie Strecke verdoppelt. Wenn das andere Kind nun die Strecke halbiert, geht
es in das Innere; sie bewegen sich voneinander fort. Wahrend das &uere Kind immer
gleichmé&Rig weiterschreiten kann, wird das innere Kind immer langsamer. Konnen die Kinder
das zuerst in einer Tafelzeichnung mit den beiden Zeigefingern und dann in einer
Heftzeichnung nachvollziehen?*

Sehr anregend kann es auch sein, wenn ein Lehrer an einem Instrument im Vorblick auf
die Akustik der sechsten Klasse die Beziehung der Bruchteile zur Musik zeigt. Spielt er ein
Saiteninstrument, so kann er horen lassen, wie es tont, wenn eine Saite um ein Viertel, ein
Drittel oder ein Halbes verkdrzt wird. Da viele Waldorfschulerinnen und Waldorfschiler in

% \Wenn die Inversion am Kreis behandelt wird. Siehe aber vor allem die unten angegeben Ubungen zum
Bruchteilen.
! Hinweis auf Dur und Moll? Alg7-8 ccc
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diesem Alter bereits anfanglich ein Streichinstrument spielen, kann man sie darauf hinweisen,
wie sie mit den Fingern beim Spielen immer ganz flink Bruchteile bilden.?

Der flinfte Tag

Neben dem weiteren Festigen des Behandelten und den fortlaufenden Ubungen zum
Bruchteilen kann das Erweitern und Kiirzen von Briichen anfanglich eingefiihrt werden. Die
beiden Prozesse konnen bildhaft eingefiihrt werden anhand der Alltagserfahrungen der
Kinder. Geeignete Beispiele sind alle schittbaren Materialien (Flussigkeiten, Getreide,
Zucker), die gerne mit Schépfmalien (z.B. Messbecher) bestimmt werden; aber auch Dinge,
deren Gebrauch portioniert in unterteiltem Zustand erst sinnvoll wird, wie Kuchen, Pizza,
Schokoladentafel, usw.: Wir kdnnen einen halben Kuchen ,,aufschneiden in 4 Achtelstiicke
(1/2 erweitern zu 4/8) und umgekehrt 4 Achtelstiicke ,,zusammenschieben* und sehen dann,
dass sie zusammen gleich viel wie ein halber Kuchen sind.

Gerne Ubernehmen die Kinder ein farbiges Blatt (A4) vom Lehrer, das sie mit ihm
gemeinsam falten. Darauf steht zunichst eine grofe ,,1 auf der Vorderseite. Nun wird das
Blatt zur Hilfte (auf AS) gefaltet, und die ,,1° ist zugedeckt. Auf das umgeklappte halbe Blatt
schreiben wir ,,1/2%, ebenso auf die freigelegte halbe Heftseite darunter (diese flachig
einfarben). Das gefaltete halbe Blatt wird nochmals halbiert (A6) und mit % beschriftet,
ebenso auf das neu freigelegte Viertel der Heftseite. Das konnen wir fortsetzten tber Achtel
zum Sechszehntel. Die letzte verbliebene Rickseite wird in die Ecke einer Heftseite geklebt,
so dass beim Auffalten das ganze farbige Blatt wieder diese Heftseite bedeckt. Die Faltung
lasst dann das fortgesetzte Halbieren als Rechenkette erkennen:

1=22 % =2/4 Ya=218 1/8 =2/16
Weil auch das Ganze stets sichtbar bleibt, kann es auch mit den neu erschienenen Teilen
zusammengesetzt werden als:
1=2/2=4/4=8/8 =16/16 oder: % =2/4=4/8 = 8/16 bzw.: Y4 = 2/8 =
4/16

2 Auf die geringfiigigen Abweichungen durch das Anpressen der Saiten auf das Griffbrett braucht hier wohl
noch nicht eingegangen zu werden.
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Abb. 10: Falten in Bruchteile
Ergénzend markieren wir in einer Einheit (Kreis, Quadrat, Dreieck oder Wurfel), die wir
schon in den vorangegangenen Ubungen kennen gelernt haben, den halben Teil und teilen
diesen feiner ein. Am leichtesten lassen sich die verschiedenen Unterteilungen am Kreis
zeigen, den wir dazu viermal zeichnen. Den ersten teilen wir nur in zwei Halften, den
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néchsten schon in Viertel, den dritten in Achtel und den letzten in Sechszehntel. Halbieren wir
die Stucke, so haben wir doppelt so viele; dies zeigt der dann neue (=verdoppelte) Nenner an
als Ruckbezug zum ursprunglichen Ganzen.

In jedem Kreis unterlegen wir eine Halfte farblich und beschriften die jeweils darin
liegenden Stiicke (Sektoren), deren Anzahl und damit der neue Zahler verdoppelt sich bei
jeder Halbierung ebenfalls: Halbieren wir die Halfte noch einmal, so erhalten wir 2/4. Bei
einer weiteren Unterteilung erhalten wir 4/8 und so fort, trotzdem bleibt es nattrlich immer
das gleich groRRe halbe Stiick vom Anfang.

Wir kdnnen also schreiben

2 4 8 16 und es die Schiler sogar weiter fortsetzen lassen.
Die Unterteilung veréndert zwar das Geflige des Ausgangsteiles, nicht aber die
Gesamtmenge: Wie weit wir auch zum Beispiel ein Pizzastuck unterteilen, die Gesamtmenge,
welche wir essen kdnnen, bleibt dabei gleich. Wollen wir aber mit einem anderen Menschen
teilen, so mussen wir in jedem Fall die Unterteilung vornehmen. Die Aufteilung erméglicht
uns, danach etwas auszuteilen.

Was erhalt man, wenn man ;noch einmal halbiert? Um den Bezug eines der entstandenen

Teile zum urspringlichen Ganzen, auf das sich 1/3 bezieht, zu sehen, missen wir uns jedes
der drei Drittel, die das Ganze enthélt, in zwei gleiche Teile unterteilt denken. Dann sind 3 - 2
= 6 Teile entstanden. Die Halfte eines Drittels ist also $ des urspringlichen Ganzen. Zwei

davon haben wir durch die Unterteilung des Drittels erhalten. Wir kénnen also schreiben

1 2
376
Unterteilen wir weiter, so erhalten wir die Reihe
1 2 4 8
3 6 12 24 7

Wir konnen aber auch % immer wieder dritteln und dann entsprechend 3mal mehr Teile

erzeugen. So erhalten wir
1 3 9 271

3 9 27 81 7
Was erhélt man, wenn man % % % ...jeweils in zwei gleiche Teile unterteilt?

Das immer feinere Unterteilen beim Erweitern kann man recht schon an den
Verzweigungen von Bruch-Baumen anschaulich machen, die es allerdings in der Natur so
nicht gibt:

y \ Y
/ & N ’)\f-.' / ¥
- ) )
A i _1_ 7 0 - ,é
148 16 ' i
2 28 ==
! U 27
‘LJ I T
Abb. 11 a Der Zweitelbaum Abb. 11 b Der Drittelbaum
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Manchmal kann man Unterteiltes ohne Schwierigkeiten wieder zusammenfiigen. Schieben
wir 2 Viertel so eng zusammen, dass der Schnitt nicht mehr auffallt, so sehen die beiden
Viertel wieder aus wie eine Halfte. Selbst wenn die Trennung noch auffallig ist, so sind die
beiden Viertel und ein ungetrenntes Halbe gleich grol3. Noch besser gelingt diese Vereinigung
mit Flussigkeiten: Gieflen wir zum Beispiel i Liter Wasser und noch }Liter Wasser im

Messbecher zusammen, so zeigt dieser danach ; Liter an:
1 1 2 1

Auch bei anderen Dingen bleibt beim Unterteilen die Gesamtmenge des Stoffes gleich viel
oder gleich grof3. Auf diese Konstanz richtet sich also der Blick beim Bruchrechnen, wenn
von einer Gleichheit zweier unterschiedlicher Briiche gesprochen wird. (Siehe die folgende
Zwischenbemerkung.)

Auch wenn wir an diesem Tag mit der Klasse noch nicht zu einer allgemeinen
Formulierung der Benennungen ,,Erweitern und ,,Kiirzen sowie der Rechenregeln dazu
gelangen, lassen wir aber doch erleben, wie im ersten Fall ein analytischer, im zweiten Fall
ein synthetischer Prozess abldauft. Beim Erweitern gehen wir zu immer feineren
Unterteilungen (ber, wir erweitern unseren Blick auf alle mdglichen feineren Details. Beim
Zusammenflgen schauen wir die Vielzahl der Teile Gberblickend an; wir vereinfachen und
kiirzen die Bezeichnung, indem wir Teile zusammenfassen. Bei den Ubungen dazu werden wir
aber regelmaliig daran erinnern, dass die Menge oder GroRe dabei immer gleich bleibt.

Ubungen zum Erweitern und Kiirzen

In den folgenden Ubungsgruppen beginnen wir sehr einfach, damit moglichst alle Kinder
mitgenommen werden. Vieles kann auch einfach im mindlichen oder halbschriftlichen
Rechnen geldst werden. Die Ergebnisse sollten nicht nur hingeschrieben, sondern immer auch
laut vorgelesen werden. Beispiele: 3 = 6/2, gelesen: 3 ist gleich 6 Halbe. Oder 6/2 = 3,
gelesen: 6/2 sind 3 Ganze.

1. Gliedere in Halbe:

1=7° 2=7 3=7? 4=7 5=7? 6=" 7=7? 10="
2. Fasse in Ganze zusammen:
212="7 42 =7 6/2=" 8/2=7 10/2=7? 20/2=? 40/2=7? 100/2="7
3. Verwandle in Viertel:
1=7° 2=7 3=7? 4=7 5=7? 6=" 7=7? 10="7
4. Fasse so weit wie moglich zusammen:
4/4 =7 6/4 =7 8/4=" 9/4=7 10/4=7 11/4=7 12/4=7 36/4="7
4/6 = ? 4/8 =7 4/9=7 4/10=? 4/11=? 4/12=? 4/36=7? 4/28="?
5. Verwandle in Achtel:
1=7 2=7 3=7? 4=7 5=7? 6=" 7=7? 10="?
6. Kdrzen ist nicht immer mdglich, manchmal aber sogar mehrfach:
2/8="7 3/8=" 4/8 =7 5/8=" 6/8=" 718="7 8/8=? 10/8="
12/8 =7 24/8=7? 40/8=? 44/8=? 48/8=7? 50/8=? 88/8=7? 100/8="
8/2=" 8/3=" 8/4="7 8/5=" 8/6="? 8/10=? 8/12=?7 8/16="
8/20=7? 8/24=? 8/40="? 8/60=? 8/80=? 8/84=7? 8/88=?7 8/120=7
7. Verwandle in Drittel:
1=7 2=7 3=7? 4=7 5=7? 6=" 7=7? 10="7
8. Verwandle in Ganze:
3/3=" 6/3=" 9/13=7 12/3=7? 21/3=? 42/3=7 48/3=? 51/3=?

9. Vereinfache so weit wie mdglich:

26 =7 36 =" 4/6 =? 5/6 =72 6/6=7? 18/6=7? 6/18=? 6/42=7
12/18 =7 18/12=? 9/30=? 30/9=7?7 24/42=7 42/24=? 27/36=? 36/72="7
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10. Verwandle in Achtel: % Y Ya 5/4 3/2
11. Verwandle in Zwolftel:

1/2=?/12 1/3=?/12 1/4=72/12 1/6=7?/12 2/3=72/12 3/4=7/12 5/6=7/12
12. ccc

Zwischenbemerkung

Fur den Lehrer kann die folgende Uberlegung hilfreich sein, um sich einiges hier zugrunde
Liegende begrifflich bewusster zu machen: Wenn ich sage,

_A 1
2 2

dann ist dies offensichtlich nicht immer richtig. Zwei halbe Tassen sind nicht eine ganze
Tasse sondern eine kaputte. Das Wort ,,ganz* impliziert fiir die Kinder auch ,,heil, im Sinne
von unverletzt, unbeschadigt. Bruchrechnen macht also nur Sinn mit GroRen, bei denen die
Unterteilung nicht zugleich eine Funktions- oder Wesensanderung mit sich bringt. Die Teile
miissen neutral gegeniiber dem Unterteilen sein.?®

Aber auch dann ist eine unterteilte Grof3e nicht identisch mit der ursprunglichen. Ein
Balken von vier Meter Lange ist durchaus verschieden von vier Vierteln dieses Balkens, die
nur noch sehr eingeschrankt zum Bauen tauglich sind. Dies wird aber durch die
mathematische Gleichheit auch nicht behauptet. Sie meint nur eine Gleichheit in Bezug auf
einen im Zusammenhang eindeutig erfassten Kontext. So ist ein Mensch mit vielen anderen
im Hinblick auf seine Konfession gleich, unter anderen Aspekten aber vollig ungleich. Am
Beispiel des Balkens meint die Gleichheit die Gesamtlange, unabhangig von ihrer
Unterteilung. In manchen Sagewerken wird beim Kauf von Balken der Preis nur fir die
Gesamtlénge - bei gleichem Querschnitt - berechnet. Vier 1m-Stiicke kosten also gleich viel
wie ein 4m-Stick. Die Abrechnung erfolgt - bei gleichem Querschnitt - nach ,,laufenden
Metern“ ohne Riicksicht auf die Lénge der Einzelteile, wobei sehr kurze Stiicke als Abfall
,,abverkauft werden.

Vor den Schillern betonen wir zuerst die Verschiedenheit des Ganzen und seiner
Unterteilung, ehe wir auf den Aspekt hinweisen, unter dem beides als gleich zu betrachten ist.
Das konnen wir im Sprachgebrauch berlicksichtigen, indem wir das Ganze im Vergleich zur
Summe der Bruchstiicke ,,gleich viel“, ,,gleich schwer®, ,,gleich gro3*, usw. nennen, statt nur
,»ist gleich® zu sagen: Das Ganze und seine Unterteilung sind in ihrer Erscheinung - und damit
oft auch in ihrer Funktion - verschieden, in der Gesamtmenge aber gleich. Durch das
Erweitern und Kiirzen kénnen wir unterschiedliche Bruchformen erreichen, die alle dieselbe
Gesamtmenge beschreiben. Wenn wir also die VVorgange rein zahlenméafig betrachten, &ndern
wir keine GroRe, sondern nur die Form. Bildhaft gesprochen geben wir beim Erweitern und
Kiirzen dem Bruch ein anderes Gewand, mit dem wir ihn neu einkleiden.?*

2% In der rein mathematischen Behandlung werden haufig die rationalen Zahlen (Briiche) als Aquivalenzklassen
geordneter Zahlenpaare eingefiihrt, wobei die Aquivalenzklassenbildung gerade alle Briiche identifiziert, die
durch Erweitern oder Kiirzen aus einander hervorgehen. Auf der hier behandelten Stufe handelt es sich noch
um inhaltliche Begriffsbildungen, deren Formalisierung erst viel spater zur Diskussion steht. Zundchst muss
inhaltlich Klar sein, was spater einmal formalisiert werden kann. Vgl. auch Ernst Schuberth, Die
Modernisierung des mathematischen Unterrichts, Stuttgart 1971 (?), Kapitel XXXX ccc

 In der rein mathematischen Behandlung werden haufig die rationalen Zahlen (Briiche) als Aquivalenzklassen
geordneter Zahlenpaare eingefiihrt, wobei die Aquivalenzklassenbildung gerade alle Briiche identifiziert, die
durch Erweitern oder Kirzen aus einander hervorgehen. Auf der hier behandelten Stufe handelt es sich noch
um inhaltliche Begriffsbildungen, deren Formalisierung erst viel spéter zur Diskussion steht. Zunéchst muss
inhaltlich Klar sein, was spater einmal formalisiert werden kann. Vgl. auch Ernst Schuberth, Die
Modernisierung des mathematischen Unterrichts, Stuttgart 1971 (?), Kapitel XXXX ccc
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Selbstverstandlich dozieren wir dies nicht in philosophischer Breite und Tiefe, aber mit
wenigen Worten lasst sich Uber die Gleichheit und Ungleichheit etwas Wesentliches sagen.
Wenn man berticksichtigt, wo das Bruchrechnen wirklichkeitsgemaR ist, und wo es das nicht
ist, dann kann man nun die allgemeine Regel fiir das Erweitern und Kirzen formulieren und
aufschreiben:

Regel zum Umwandeln von Briichen:

Ein Bruch wird erweitert, indem man Zahler und Nenner mit derselben Zahl
multipliziert. Man erhélt so eine feinere Untergliederung.

Ein Bruch wird gekirzt, indem man Zahler und Nenner durch dieselbe Zahl dividiert.
Man fasst dadurch eine feinere Untergliederung zu einer groberen zusammen.

Der Wert eines Bruches wird nicht gedndert, wenn man ihn erweitert oder kirzt.

Vor dem Ende der Woche schauen wir noch einmal auf das Gelernte zuriick und gehen in
Gedanken jeden wesentlichen Schritt noch einmal durch.

Cec Kann man hier oder auf einer CD das Epochenheft | von Frau Andermann einfiigen?
Ubungen zum Bruchteilen in der 4. und 5. Klasse

Der Unterricht zum Bruchrechnen begleiten wir mit regelmiBig eingeschobenen Ubungen
zum Bruchteilen und illustrieren dies mit unterschiedlichen Veranschaulichungsformen; dabei
achten wir, dass die Briiche sich nicht an eine einzige Darstellungsform, auch nicht des
Kreises, binden. Briiche bilden heif3t nicht, eine eingelbte feste VVorstellungsform zu erinnern,
sondern die F&higkeit zu entwickeln, in den unterschiedlichsten Verhaltnissen die Tatigkeit
des Bruchteile-Bildens austiben zu kénnen. Briiche gehtéren dem arithmetisch-algebraischen
Gebiet der Mathematik an, nicht der Welt der rdumlichen Formen.

Da es aber schwierig wére, ohne die Beziige zu solchen Formen das Bruchrechnen
verstandlich zu machen, streben wir einen vielfaltigen Wechsel der Veranschaulichungen an.
Die Variation der moglichen Anschauungen soll den Kindern helfen, den gemeinsamen Kern
der Sache in sich selbst als internes Bild heraus zu schélen. Dieses tragt dann den Wahrheits-
und Erkenntnisgehalt in sich, unabhé&ngig von festen aufteren Abbildungen.

Bei aller angestrebten Vielfalt werden wir dennoch dem Kreis — mit der vertrauten
Kuchen- bzw. Tortenteilung® — einen gewissen Vorzug einrdumen. Seine Bruchteile deuten
durch die Krimmung des verbliebenden Randes stets den (fehlenden) ganzen Kreis an: Im
Bilde bleibt der Rickbezug vom Teil auf das ehemalige Ganze sichtbar erhalten.

Die folgenden Ubungen geben dazu einige grundlegende Beispiele, die vom Lehrer selbst
phantasievoll variiert oder erganzt werden kdnnen. Wir erldutern dabei einige Beispiele
genauer, um auf ihren jeweiligen Stellenwert aufmerksam zu machen.

1. Auf das Unterteilen einer Tonkugel haben wir bereits aufmerksam gemacht. Hier wird
besonders anschaulich, wie die Volumenverhaltnisse mit der zunehmenden Zahl der
Teile sich verdndern.

2. Auf die Verwendung eines Wirfels, der aus Plastilin oder Ton hergestellt werden
kann, wurde durch Rudolf Steiner in dem einleitend angefiihrten Zitat hingewiesen. Der
Warfel hat den Vorteil, dass leicht kongruente Teile hergestellt werden kdnnen, dabei das
raumliche Vorstellen geschult wird und sehr rasch eine groRere Anzahl von Teilen
entsteht. Anregend kann es auch sein, einen Plastilinwirfel nicht nur wiederum in
kleinere Wirfel, sondern auch in Pyramiden oder prismatische Sdulen zu zerlegen, die
wiederum gleiche Bruchteile in neuer Form darstellen.

3. Es koénnen Bruchteile von einem Volumen Wasser gebildet werden. Fillen wir das
zuné&chst in eine Glaskanne gegebene Wasser in funf gleich geformte Gléser, so dass der

% Kuchen werden tblicherweise in 12 Sektoren, Torten oft in 16 eingeteilt
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Wasserstand uberall gleich hoch ist, so enthélt jedes Glas ein Flnftel des urspriinglichen
Volumens.?®

4. Durch das Falten von Papier konnen eine Vielzahl von Bruchteilen erzeugt und
ausgeschnitten werden.

5. Unterteile ein Quadrat auf moglichst viele verschiedene Arten in vier gleiche (gemeint
sind kongruente) Teile. Es sollen mindestens funf unterschiedliche Unterteilungen
gefunden werden. Einige Beispiele sind im Folgenden angegeben. Man sollte sie nicht
den Kindern vorgeben, weil sich wunderbare Entdeckungen und Gespréche dartiber in
der Klasse selbst ergeben kénnen.?

i o e
T 7 ;
‘ 7

{ , /
| | L . . Vi b

Abb. 12: Vielfalt der Quadrat-Teilungen
[Hier auch die Beispiele aus meinem handschriftlichen Manuskript, S.2 einarbeiten ccc]
6. a) Zeige andere Bruchteile am Quadrat (Drittel, Flinftel usw.)

b) Unterteile andere Vierecksformen (Rechtecke, Rauten) in gleiche Teile.?®
7. Bestimme den Anteil der eingefarbten Flachen als Bruch

a) b)

c)
e)

8. Unterteile®® ein Quadrat, indem du mit einer Diagonalen beginnst, ein Teildreieck
(durch die Hohe) wiederum halbierst, eines der entstandenen Teildreiecke wiederum

% Dije Versuche von Piaget zur Invarianz von Quantitdten — hier: Mengenkonstanz trotz Umschiittens oder
Ausbreitens in mehrere Gefale — zeigten, dass Kinder eine gewisse Reife brauchen, bis sie diese Einsicht
allgemein ubertragen kénnen.

2" Vergleiche auch Peter Biichi, xxx

% Siehe das Haus der Vierecke im Band 2 der Reihe Der Geometrieunterricht an Waldorfschulen. Vergleichende
Formenlehre und geometrische Grundkonstruktionen in den Klassen 4 und 5, Stuttgart 1998
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halbierst und so fort. Welche Bruchteile vom urspringlichen Quadrat stellen die
einzelnen Dreiecke dar? (Abbildung 13)
9. Welche Teile von einem gleichseitigen Dreieck entstehen, wenn fortlaufend die
Seitenmitten miteinander verbunden werden und so immer kleinere Dreiecke ineinander
geschachtelt entstehen? (Abbildung 14)

Abb. 13 Abb. 14

10. Zeichne ein gleichseitiges Dreieck (nicht nur gleichschenklig!) und unterteile es auf
moglichst verschiedene Arten in gleiche Teile. Welche Bruchteile findest du?

11. Eine Kindergruppe von 12 Kindern wird aufgestellt. Ein Bruchteil, der passend ist,
wird genannt, und die Kinder ordnen sich rasch entsprechend um. Zum Beispiel sagt
jemand: Drittel — und dann ordnen sich die 12 Kinder rasch in 3 Gruppen von je 4
Kindern um. Andere GruppengréRRen zeigen weniger (z.B. bei 8; 9; 15 Kindern) oder
mehr (z.. 24; 30; 32; 36 Kinder) Teilungsmoglichkeiten.

12. In der Klasse oder im Freien wird eine Strecke abgesteckt (zum Beispiel durch zwei
aufgestellte Kinder). Stelle dich so, dass 1 oder 5 oder ..... entstehen.

13. An der Tafel wird eine Strecke gezeichnet, von der Kinder verschiedene Bruchteile
anzeigen.

14. Der Lehrer zeigt mit seinen beiden Handen eine Strecke. Ein vor ihm stehendes Kind
zeigt zum Beispiel 5 an. Nun verringert oder vergroRert der Lehrer den Abstand seiner

Hénde und das Kind versucht, immer mit seiner Hand bei einem Drittel zu bleiben. Halt
der Lehrer eine seiner Hande ruhig, so muss das Kind der Bewegung der anderen Hand
verlangsamt folgen. Ein anderes Kind konnte auflen auch die Strecke immer
verdreifachen.
Die vorangehenden Aufgaben haben gemeinsam, dass es sich bei aller VVerschiedenheit in den
Dimensionen (dreidimensional, zweidimensional, eindimensional) um raumliche GroRen
handelt, deren Unterteilung die Briiche darstellen. In der folgenden Ubung gehen wir auf
Bewegungen ein, die in ihren Geschwindigkeitsverhaltnissen Bruchteile entstehen lassen.
15. Zwei Kinder werden an den Anfang einer abgesteckten Strecke aufgestellt und Giben
zunéchst nach dem gleichméaRigen Klatschen durch den Lehrer oder dem Anschlagen

eines Tamburins so schnell, 5 so schnell, so schnell ... zu gehen; das heiBt, sie gehen
zunéchst auf jeden Schlag einen Schritt, dann auf zwei Schlége einen Schritt und so

weiter. Dabei behalten sie immer die gleiche SchrittgréRe bei. So werden sie immer
langsamer. Wenn die Kinder sich auf diese Art eingegangen haben, beginnen sie

% Beispiele 8 — 10 sollten gemeinsam mit dem Lehrer an der Tafel entwickelt werden; (8) kénnte auf Anfang 2.
Woche verschoben werden, wo es nochmals vorkommt.
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gemeinsam so, dass jetzt das eine Kind nach dem Grundrhythmus geht, das andere so
schnell, 2so schnell und so fort. Die Bruchteile werden im Verhaltnis der

Geschwindigkeiten anschaulich. Bleiben sie stehen, so zeigen die zuriickgelegten
Strecken ebenfalls den betreffenden Bruchteil an.

Als Variation bietet sich an, Strecke und Zeit gemeinsam zu teilen. Ein grofer, aber
schreitfahiger Takt wird angeschlagen und eine Uberspringbare Strecke bezeichnet. Der groite
Schiller (oder ein Erwachsener) darf als ,,Pferd” dazu seine grofite Strecke in einem Schritt
bzw. Sprung vorgeben und dazu die Zeit dafur als Takt. Nun kommt ein zweiter Schiler dazu,
der als ,,Hund* im halben Takt und halber Schrittweite gemeinsam mit dem Pferd die Strecke
tiberwindet. Dann darf noch eine ,,Katze* mitmachen mit Viertel-Takt und —Schritt. Ob noch
eine ,,Maus* mit Achteln mithalten kann? Mit Geschick sind natiirlich auch andere Bruchteile
dazwischen maglich. Noch starker das Zeitliche betonend ist die folgende Ubung:

16. Der Lehrer oder ein Kind schlagen einen Grundrhythmus auf dem Tamburin. Ein
anderes Kind schlagt doppelt, dreimal, viermal..... so schnell. Die Dauer zwischen zwei
Schlé&gen von ihm sind Bruchteile der Dauer zwischen den Schlagen des Grundrhythmus:
1/1; 2/2; 3/3 (Triolen); 4/4; 6/6 (Triolen auf 1/2). Hiermit knipft man an die Erlebnisse
der Kinder im Musikunterricht an. Die entsprechenden Notenwerte erschienen im Bild
als Bogen, die Gliederung in zeitliche Langen spiegelt sich in Form von rdumlichen
Langen.
Generell regen musikalische Rhythmen in Begleitung von Melodie und Harmonie innere
Bewegung an; seelische Beweglichkeit antwortet der duReren (Rechen-)Tétigkeit: ,,Wie die
Musik als reine Seelenkunst wahrhaftig ein im erlebenden Gefiihl traumhaft-bewusstes
Rechnen ist, so darf auch das ins helle Bewusstsein hinauf gehobenes Rechnen der
musikalischen Ténung nicht entraten.® Die Querverbindung zur Musik ist so naheliegend,
dass auf entsprechendes Liedgut nicht verzichtet werden kann. Als treffendes Beispiel sei der
Uhrenkanon genannt mit entsprechender Taktung: ,,Grole Uhren gehen tick — tack (halbe
Noten), kleine Uhren gehen ticke — tacke (Viertelnoten), und die kleinen Taschenuhren ticke-
tacke — ticke-tacke (Achtelnoten)™.

% E. Bindel: Das Rechnen, S.70
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Abb. 15: Gliederungen der ganzen Note
Neben den raumlichen, bewegungsmaRigen und zeitlichen Ubungen zum Bruchrechnen
spielen auch die Bruchteile von Zahlen eine wichtige Rolle. Damit wird den Briichen zugleich
der Charakter von Bearbeitern (Operatoren oder Rechenbefehlen) gegeben, die fur das
Multiplizieren und Dividieren von Briichen von besonderer Bedeutung sind. Da in der reinen
Mathematik empirische GrolRen keine Rolle spielen, wird dieser Aspekt noch entsprechend
ausgearbeitet. Wir kdnnen aber die Bildung von Bruchteilen einer Zahl vorbereiten, indem
wir fragen: Wie groB ist der Teil von, beispielsweise

17. Was ist die Halfte von 24, was ein Viertel, was ein Achtel?

Ob solche Fragen fortsetzbar sind mit ein Drittel oder ein Sechstel, hdngt vom

Rechenfortschritt ab und kann jederzeit im Kopfrechen wiederholt oder erganzt werden.

Sie sind die Umkehrung zu den Fragen: Von welcher Zahl ist 24 das Doppelte, das

Dreifache, das Vierfache, das Sechsfache?

Die zweite und dritte Woche

Die Addition ungleichnamiger Briiche

In der zweiten Woche wenden wir uns dem wohl schwierigsten Teil der Bruchrechnung
zu: der Addition und Subtraktion ungleichnamiger Briiche. Zundchst weisen wir mit
geeigneten Beispielen erneut darauf hin, dass man nur gleichartige Dinge zusammenzéhlen (=
gemeinsam z&dhlen) oder abziehen (= wegnehmen) kann. Die Dinge miissen vergleichbar sein,
also den gleichen Namen tragen.

Bei Brichen ist dies der Nenner, der dann gemeinsam sein muss. Ist dieser Gleichklang,
diese Ubereinstimmung im Namen erreicht, so sind Addition und Subtraktion nur noch
gewohnliche Rechenvorgidnge wie bei normalen ganzen Zahlen: 3 Achtelsticke und 1
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Achtelstiick werden wie gewohnliche (ganze) Dinge — hier mit dem Namen Achtelstlicke —
zur neuen Anzahl 4 Achtelstiicke™ addiert.

Das Problem ist also nicht die Addition selbst, sondern die Vorbereitung, um diese zu
ermoglichen. Deswegen legen wir grofles Gewicht auf vielféltige Erlebnisse, Bilder und
Beispiele, mit denen sich die Kinder die Begriffe gemeinsamer Nenner und gleichnamig
machen erobern kdnnen. Das wichtigste Werkzeug dazu steht bereit: Erweitern und Kdrzen.
Neu ist dagegen die Frage: ,,Womit soll ich erweitern oder kiirzen, damit meine Rechnung
16sbar wird?“ Begleitend werden aber auch immer wieder Ubungen zum Bruchteilen
durchzufuhren sein, wofir sich auch das mindliche Kopfrechnen eignet.

Wir werden im Folgenden nicht mehr einen mdoglichen taglichen Aufbau vorschlagen,
sondern kontinuierlicher die Hauptpunkte des sachlichen Aufbaus schildern, die dann — wie in
der Einleitung fir allen Unterricht hervorgehoben — in Abhangigkeit vom Lehrer und seiner
Klasse zu verwirklichen sind.

Ausgangspunkt fur die Addition - im analytischen Sinn - kann folgende Frage sein: Kann
ein Ganzes auch in unterschiedliche Bruchteile gegliedert werden? Teilen wir beispielsweise
einen Kreis in zwei Halften und die eine Halfte in zwei Viertel, so erhalten wir 1 = 1+1+1,

Dies kann naturlich auch mit einer Strecke, einem Rechteck oder auf andere Weise gezeichnet
werden:

~_.
h
P
| L=~

Abb.16a und 16b

Fugt man umgekehrt die Teile wieder zusammen, so erhalt man wiederum ein Ganzes:
111 1 2 11
—t+—t+—==—4+—=—+—=1
2 4 4 2 4 2 2
Die Kinder konnen nun selber eine Vielzahl solcher Unterteilungen vorschlagen und
aufschreiben. Zur Veranschaulichung kénnen immer wieder neue Formen aber auch Anzahlen

oder gelegte Figuren verwendet werden.

Mit der Analyse des Ganzen und deren anschliefender Synthese haben wir die ersten
Schritte zur Addition ungleichnamiger Briiche getan. Wie wir oben die Einheit in Halbe und
Viertel zerlegt haben, kénnen wir die Zeichnung wiederholen und dabei die zweite Halfte
dritteln zu 3 Sechsteln und damit die Einheit in folgender Weise zerlegen.

1 1 11
l=—4+=—+—+=
2 6 6 6
Wollen wir diese Zerlegung wieder zusammenfiigen, so addieren wir zunéchst die
gleichnamigen Briiche

1 1 3 11
—t—t+—t+—=—+—=—+—-=1
6 2 6 2 2
. . 3 . . 3 1
Dabei haben wir den Bruch E mit der Zahl 3 gekdiirzt und erhalten EZE

Nachdem wir uns eine Zeitlang mit solchen einfachen analytischen und synthetischen
Additionsvorgangen beschaftigt und in unterschiedlicher Weise veranschaulicht haben, fragen

% Dieses Vorgehen kénnen wir bezeichnen als ,,quasi-kardinal* = wie mit ganzen (Kardinal-)Zahlen
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wir nun nach der Addition zweier Briche, die zusammen nicht ein Ganzes ergeben. Wie viel
.. 1 1
ist —+=7

2 3

Auf keinen Fall sollte man gestatten, dass die Kinder unbedachte Vorschlage hinausrufen
und irgendetwas ,,raten. Das Beste ist, wenn die Klasse verstummt, weil sie erlebt, dass sich
einer Losung ein Widerstand entgegenstellt. Die beiden GroRen kdnnen nicht ohne weiteres
addiert werden, weil sie zu unterschiedlich sind. Wie man Ol und Wasser nicht ohne weiteres
mischen kann, so kann man auch diese beiden Briiche nicht einfach addieren. Es ist gut, wenn
in den Kindern das Geflhl einer Dissonanz entsteht.

1 1
Addieren kénnen wir nur Briiche mit gleichem Nenner. Die beiden Briiche 2 und 3 sind

einander fremd.

Wieder ist es moglich, an unterschiedlichen Veranschaulichungen den Kindern einen
Ansatz zur Losung zu bieten.
Auf dem Papier (Text u. Zchn.) sieht es leicht aus. Praxis: 1/3 der Strecke ist vom Anfang (oder Ende) leicht
einzuteilen, nicht aber von der Mitte aus (dort sieht 1/3 der ganzen Strecke eher nach 2/3 des Restes aus!); die
Frage nach dem kleinen Schritt, mit dem 1/2 und 1/3 getroffen wird, kann die Losungsstrategie verfélschen: Hier
ist néamlich der — auf die beiden Teilen passend — zu suchende Kleinschritt ,, zufdllig “ der verbleibende Rest (=1/6)
zum Ganzen!
Magliche Verbesserungen:
a) Die Lange mit Schnur abmessen, sie in 2 bzw. 3 Teile falten und jeweils die Lange auf den Boden ibertragen.
b) Oder auf dem Boden die Halbierung und Drittelung markieren, vom einen Ende das Halbe und vom anderen
Ende das Drittel verschieden farbig, dann bleibt ein Rest ,,neben der Mitte*, mit dem das Ganze gefiillt
wiirde. Dieser Rest deutet bereits das ,,halbe Drittel als Liicke an. Die unten genannten Schritte lassen sich
Ubertragen.

Erster Weg:

1 1
Stellen wir das Ganze durch eine Strecke dar und markieren auf ihr nacheinander E und §

so bleibt ein Reststiick, dessen Grof3e uns zundchst noch unbekannt ist. Am besten wird eine
Zeichnung auf den FuBboden und als Abbild davon auf die Tafel gemacht. Die Gesamtlange
auf dem Boden sollte etwa 1,8m sein. Sind die Teilpunkte von einem Halben und
anschlielend einem Drittel der Gesamtstrecke markiert, so kann man ein Kind auffordern, die
Strecke so zu durchlaufen, dass es nur diese Teilpunkte betritt. Dann merkt es, wie die
Schrittlangen ganz unterschiedlich sind: Erst wird ein groRer Schritt gemacht (90cm), dann
ein Kleinerer (60cm) und schlieBlich ein ganz kleiner (30cm). Kann man die Strecke so
durchlaufen, dass man lauter gleiche Schritte macht und dabei auch auf die eingezeichneten
Teilpunkte gelangt? Welchen Bruchteil vom Ganzen besitzt die Schrittlange?*

1 1
An der Tafel kann man die Strecke, die sowohl in 2 wie in 3 (und in den Rest) passt,

zunéchst mit der Handspanne abschétzen lassen. Man erhalt eine Lénge, die ein Drittel des
Halben und zugleich ein Halbes des Drittels ist. Dieses gemeinsame Malf ist in diesem Fall

1 1 3 1 2
zugleich die L&nge der Reststrecke. Der Bruch 5 fullt zugleich das 2 als 5 und das 3 als 5

aus. Deshalb ist

N |~
_|_

Il
olw
+
N
Il
oo

Wl

% Siehe auch Erweiterung |1, Seite ccc
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2 3
Abb.17: Halbe plus Drittel einer Strecke

Das ist ein wunderbares Ergebnis, das ganz aus dem rhythmischen Erleben gewonnen werden
kann! Unvergesslich ist mir eine FoOrderstunde, in der ein Madchen plétzlich das
Harmonisieren der unterschiedlichen Léangen durch ein gemeinsames Mal} einsah und
strahlend hell aufleuchtete.

Zweiter Weg:

Eine zweite Mdglichkeit, die allerdings weniger dynamisch auf den Messprozess hinweist als
das Abschreiten einer Strecke, bietet sich mit dem Kreis an. Wir heben an ihm eine Halfte und
ein Drittel der Kreisflache hervor. Wie kann man die Gesamtflache als Bruchteil der ganzen
Kreisflache ausdriicken? Es wére schade, die Losung rasch den Kindern mitzuteilen. Dadurch
wirde ihnen die Entdeckerfreude genommen. In der Regel wird nach geraumer Zeit ein Kind
auf den Gedanken kommen, Linien einzuzeichnen, die beide Stiicke in gleiche Teilstucke

unterteilen, namlich in Sechstel.
I
l .4. 4
\‘ 2'

“=x

Abb.18: Halbe plus Drittel eines Kreises

Schreiben wir auf, was die Zeichnung darstellt, so erhalten wir +3=23+2=2.

Durch die Unterteilung sind die beiden zunichst ,,artfremden® Bruchteile harmonisiert
worden. Nur so kann man sie nun zusammenzahlen - oder auch subtrahieren.

Hier sollte der Lehrer alle ihm nur mégliche Phantasie aufwenden, um den Kindern ein
starkes Geflhl fiir dieses Harmonisieren zu wecken, das in dem Gleichnamigmachen liegt.
Man muss ein gemeinsames Mal finden, das in beide Bruchteile hineingeht; das heif3t, wir
haben so zu unterteilen, dass in beiden Teilstlicken die Unterteilung zu gleichen GréR3en fuhrt.
Fir die Nenner 2 und 3 ist dies der Nenner 6.

Betrachten wir unter diesem Gesichtspunkt noch einmal die Aufgabe
1 1
R
2 47"
Diese Aufgabe ist leicht. Wir brauchen ja nur das Halbe noch einmal zu halbieren und

erhalten dann aus ihm zwei Viertel.

1.1 2 1 3
2 44" 47y
4 i
—_—l —-
1 E
2 1
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Abb.19: Halbe plus Viertel einer Strecke
Wie viel ist 3+1? Hier ist die Aufgabe schon wesentlich schwieriger, denn im bloRen

Anschauen ist das gemeinsame Mal} nicht mehr unmittelbar abzuschéatzen. Man kann die
Kinder fragen: Was erhalten wir, wenn wir das Fiinftel noch einmal halbieren? Die Antwort
ist ein Zehntel. Dann kann man fragen: Kann man denn auch das Halbe in Zehntel
verwandeln? Das ist moéglich, denn das Ganze ist zehn Zehntel, dann ist die Halfte finf
Zehntel. Also ist

1

1
4 = 4+ — = —
2 5

Abb.20 Ccc einfligen
Wer kann 1+ addieren?

Wir wissen schon, dass das Halbe sich in drei Sechstel zerlegen lasst:
1 1 3 1 4 2

276 6 6763

Hier kdnnen wir wieder das Kirzen anwenden, das seit seiner Einfihrung begleitend immer
wieder innerhalb dem schriftlichen Rechnen und in den Hausaufgaben getibt wurde.

Wir Uben solche einfachen Additionen ungleichnamiger Stammbriche mit Kkleinen
Nennern in vielfaltiger Weise. Weitere Beispiele sind etwa
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

374 3'5 376 a'5 a6

Bei der Wahl der Zahlenbeispiele achten wir noch mdglichst auf die Anschaulichkeit der
Briche. Wir bevorzugen also Teilungen, die aus einfachen Grundzahlen hervorgehen. Viele
Kinder brauchen bereits fiir Drittel, Sechstel, Zwolftel schon viel Zeit und Ubung, um damit
eine sichere GroRenvorstellung zu verbinden. Es kann also besser sein, mehrere Aufgaben mit
gleichbleibenden Nennern nacheinander zu machen, anstatt beliebig zwischen den
verschiedenen Bruchsorten zu wechseln. Sie sollten also beispielsweise die Achtel gentigend
gut kennenlernen, damit sie den Bruch 3/ innerhalb einer Figur malen konnen, oder
umgekehrt ihn im Bild wieder erkennen. Die Illustrierbarkeit im Heft ist noch etliche Zeit eine
wertvolle Hilfe, damit sich die Kinder die Briiche aneignen kénnen.

Dennoch werden bei Bildern Briiche mit &hnlicher Grolze noch leicht verwechselt: Selbst
bei eingezeichneter ,Inneneinteilung® setzen nicht wenige Schiiler die Abbildung des
Bruchstiickes ,,drei Achtel* mit der Form ,,ein Drittel” gleich. Auch die Unterscheidung von
*s , %5 und %5 fallt oft schwer und bedarf der Trennlinien im Innern, damit die einzelnen
(Stamm-)Bruchstiicke sichtbar bleiben. Der Lehrer wird nicht alle
Verwechslungsmoglichkeiten vermeiden kénnen (oder wollen), aber doch stets bedenken,
dass die Kinder bei ihren Geflhlsurteilen nicht unnétig irritiert werden sollten.

Die im Haushaltsalltag 0blichen Teilungen in Halbe, Viertel, Achtel, Zwdlftel und
Sechzehntel, ebenso die Zwdlfer- oder gar Sechziger-Teilung bei der Uhr sind ein wertvoller
Fundus fur Briiche, mit denen Kinder sichere Grélienvorstellungen verbinden kdnnen. Die
Funferteilung des Kreises kennen sie aus dem Formenzeichnen. Wenn diese Bruchteile
nochmals halbiert werden, erreichen wir eine reiche Palette von moglichen Briichen,
innerhalb derer die Kindern das Gefiihl haben konnen, das sie ,,etwas wieder erkennen‘.

Am Folgetag machen wir noch einmal darauf aufmerksam, wodurch uns das Addieren der
so unterschiedlichen Briiche gelungen ist. Erst nachdem wir beide Briiche gleichnamig
gemacht hatten, wurden sie vergleichbar. Wir kdnnen nun also auch Vergleiche vornehmen
und nach dem Unterschied zwischen zwei Briichen fragen: Wie grof3 ist der Unterschied
zwischen ¥z und /3 ?
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Von 1/2 wird 1/8 weggenommen; wie viel bleibt tibrig?

Um wie viel groRer sind 3/8 im Vergleich zu Y4?
Wir greifen nochmals auf einige unserer vielen Beispiele zuriick und achten worauf es
ankommt. Stets mussten wir die beiden Briiche vergleichbar machen, sie brauchten beide den
gleichen Nenner. Manchmal reichte es, einen der beiden zu erweitern, damit er den anderen
traf; manchmal mussten wir beide erweitern, damit sie in einem neuen Nenner, dem
Hauptnenner, harmonisch zusammenklingen konnten. Wie erkennen wir das Ziel, den
kiinftigen Hauptnenner und wie finden wir den Weg zu ihm hin?

Schauen wir noch einmal das Beispiel }+% an. Der Hauptnenner flr beide Briiche war die

6. Hatten wir ihn gefunden, dann schauten wir, wie oft die 2 in der 6 enthalten war (3x) und
erweiterten mit dieser Zahl den Bruch $zu 2:

1-1.3_3
272 376

Dann schauten wir, wie oft die 3 in der 6 enthalten war (2x) und erweiterten damit £ zu Z:
112 2
3 32 6

So erhielten wir
11 3 2 5
—_—t =3 —=—
2 3 6 6 6

Bevor wir dies fur andere Briiche entsprechend durchfuhren, verlassen wir fur einen
Augenblick das eigentliche Addieren der Briiche und wenden uns ganz dem Aufsuchen des
Hauptnenners zu. Dabei kdnnen wir uns auch einmal von &uf3eren Bildern I6sen und dafur die
eigene Bewegung — also im Zeitlichen und Raumlichen — einsetzen. Dies kann in der
schonsten Weise aus einem musikalischen Element gewonnen werden, indem wir nun auf
Rhythmen achten, welche die Kinder viel innerlicher erleben wie duRere Abbildungen.

Rhythmologisches Rechnen

Mit dieser Betrachtungsweise hatten wir bereits in der 3. Klasse begonnen. Aus guten
Griunden sollte dieser Ansatz in Zukunft den ganzen Mathematikunterricht durchdringen: Er
ist ein Gegengewicht zu dem immer starkeren Materialisieren des Denkens an so genannten
materiellen Unterrichtshilfen bei denen alles auf ein aufleres Operieren und Anschauen
hinauslaufen soll. Fir die Entwicklung des Denkens, das sich frei in Begriffen bewegen
lernen soll und fiir ein inneres Beleben der Naturanschauung durch ein Beachten der
vielfaltigen rhythmischen Formen in der Erscheinungswelt, ist dies von allergrofter
Bedeutung.

Das Folgende wurde schon in dem Band in der 3. Klasse angelegt. Die Erzahlung von den
springenden Pferden wird etwas spater wieder aufgegriffen werden, zunéchst fihren wir die
Geschichte von den atmenden Tieren mit der Vaterzahl, der Mutterzahl, der Kindzahl und der
Familienzahl weiter — oder, wenn sie noch nicht verwendet wurde, hier neu ein. Nur sollte sie
dann in etwas anderem Stil erzdhlt werden, als es in der 3. Klasse geschah. Deshalb wird die
Geschichte hier noch einmal etwas modifiziert.

Gewohnlich erfassen wir eine Zahl als eine Anzahl von Dingen, die beispielsweise als
Stiihle, Apfel oder Brotscheiben raumlich nebeneinander zu finden sind. Auch im zeitlichen
Nacheinander - etwa beim Schlagen einer Uhr - kdnnen wir die Anzahl bestimmen. Eine
andere Betrachtungsweise fasst die Zahl als Rhythmus auf, als zeitliches Gestaltungsmoment.
Gehen wir mit dem Rhythmus der Zahl 3, dem Dreierrhythmus, durch die Zahlenreihe, so
werden die Zahlen 3, 6, 9, 12 ... getroffen. Der Zweierrhythmus trifft die Zahlen 2, 4, 6, 8, ...
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Diese Dbeiden Rhythmen klingen wiederum in einem Rhythmus zusammen, dem
Sechserrhythmus, namlich bei 6, 12, 18, 24, ...

Abb. 21: Zweier- und Dreier-Rhythmus
Betrachten wir die Rhythmen, welche durch die Zahlen 4 und 6 bestimmt sind. Sie klingen
regelmaRig im Zwolferrhythmus zusammen. Das heil3t, bei den Zahlen 12, 24, 36, 48, ... Dies
ist der Zusammenklangsrhythmus des Vierer- und des Sechserrhythmus.

T |
2 6 |

Abb. 22: Vierer- und Sechser-Rhythmus

Die kleine Geschichte von den atmenden Tieren kann das Ineinanderspielen der Rhythmen
phantasievoll beleben.®® So kann man erzahlen:

Im zoologischen Garten gibt es viele verschiedene Tierarten, von ganz klein bis ganz
grol3. In einer stillen Nacht, wenn der Verkehrslarm ringsum verstummt, hért man im
Tierhaus die unterschiedlichsten Tiere atmen. Da sind die ganz groBen Tiere, die sehr
langsam atmen, so langsam, dass man als Mensch es gar nicht nachmachen kann. Dann
gibt es kleine Tiere wie Kaninchen oder sogar Mause, die so schnell atmen, dass man als
Mensch es auch nicht mithalten kann. Dazwischen sind die mittleren Tiere, von denen
die einen etwas schneller, die anderen etwas langsamer als wir Menschen atmen. Man
merkt, je groRer ein Tier, desto langsamer wird es im Allgemeinen atmen und je kleiner
ein Tier ist, desto rascher atmet es. Die winzigen Haselmduse oder die Kolibris atmen so
schnell, dass man es mit den Augen kaum verfolgen kann. Aber auch unter den
Menschen ist es so, dass die Groflen meistens langsamer und die Kleinen viel rascher
atmen.

Schildert man dies, so beginnt die ganze Klasse aufmerksam auf das eigene Atmen zu
werden. Es tritt in das Bewusstsein, wo wir selber einen nie ermiidenden Rhythmus in uns
tragen. Wir kénnen ganz gleichmaRig mitzdhlen oder den Atem-Rhythmus mit dem Finger
mitklopfen und dann auch mal versuchen, nur bei jedem zweiten Schlag zu atmen — gar nicht
so einfach!

In der Erzdhlung kann man so fortfahren, dass man von einer Tapirfamilie erz&hlt, in der
das Vatertier etwas groRer, das Muttertier etwas kleiner und das Tapirferkel am kleinsten
waren.

Das Tapirkind lag wach, es horte auf die Atemziige der Eltern und zahlte mit. Der Vater
atmete im Rhythmus 6, 12, 18, 24, 30, 36 ..., die Mutter etwas rascher im Viererrhythmus
4,8, 12,16, 20, 24 ...; und bei 12, 24, ... erklangen die sonst verschiedenen Atemziige der
Eltern sogar gemeinsam. Jetzt wollte es einmal versuchen, wie der Vater zu atmen. Das
gelang ihm aber gar nicht. Nur bis zur 5 konnte es den Atem einholen, dann wurde ihm
schon ganz schwindlig. Dann versuchte es mit der Mutter zu atmen. Einmal ging es,
wenigstens bis zur 4; aber schon beim néchsten Atemzug ging es ihm zu langsam; es kam
nur bis zur 7 statt bis zur gewinschten 8.

3 Siehe Seite xxx
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Da hatte es einen guten Gedanken: Warum soll ich wie der Vater oder wie die Mutter
atmen, sagte es sich. Ich gehére zu Vater und Mutter, dann will ich auch mit beiden
atmen. Weil ich aber fur mich als Kind auch etwas bin, atme ich dazwischen nur fir
mich.
Wie hat nun das Tapirferkel geatmet, wenn es ganz gleichmaRig atmete und dabei alle
Atemschlége des Vaters und der Mutter mitmachte?

Es hat im Zweierrhythmus geatmet: bei 2 alleine, bei 4 mit der Mutter, bei 6 mit dem
Vater, bei 8 mit der Mutter, bei 10 alleine, und bei 12 atmet die ganze Familie gemeinsam! So
ging es immer weiter.

Damit haben wir einen zweiten Rhythmus gefunden, der zu den beiden
Ausgangsrhythmen, dem Sechserrhythmus und dem Viererrhythmus gehdren: den
harmonisierenden oder verbindenden Rhythmus.**

Gehen wir von anderen Rhythmen aus, so erhalten wir auch andere Zusammenklangs- und
harmonisierende Rhythmen. Im Folgenden sind eine Reihe solcher zusammengehériger
Rhythmen angegeben. Dabei stehen links und rechts die Zahlen der Ausgangsrhythmen, oben
die Zahlen des Zusammenklangs- und des harmonisierenden Rhythmus.

12 18 24 8
4 6 6 9 6 8 4 8
2 3 2 4
24 45 120 42
8§ 12 9o 15 8 15 14 21
4 3 1 7

Wir sehen hier, wie sich ganz unterschiedliche Zahlenbeziehungen in den zugehdrigen
Rhythmen zeigen. Die Zahlen haben unterschiedliche Verwandtschaftsverhaltnisse, fast
kdnnte man sagen, Sympathien fiir einander. 4 und 8 sind ganz eng miteinander verbunden:
Der Viererrhythmus zéhlt auch alle Achterschldge mit. Der Zusammenklangsrhythmus ist 8
und der Verbindungsrhythmus ist 4. So entsteht durch sie nichts Neues. Sie sind zu eng
miteinander verbunden.

Bei 8 und 15 liegt gerade der entgegengesetzte Fall vor. Sie haben gar keine tiefergehende
Beziehung und treffen sich deshalb erst im Rhythmus des Produktes 8 x 15 = 120. Der
Verbindungsrhythmus ist entsprechend rasch, so rasch wie ein Rhythmus aus natdrlichen
(oder ganzen) Zahlen nur sein kann, ndmlich 1.

Zwischen den vier zusammengehdrenden Zahlen ergeben sich vielfaltigste Beziehungen:
So kann man im Zahlenviereck die Verhéltnisse der Zahlen auf gegeniberliegenden Seiten
bilden und erhélt jeweils die gleiche Zahl; oder man kann das Produkt gegenuberstehender
Zahlen bilden und erhalt das gleiche Produkt. Am Beispiel der Grundrhythmen 4 und 6 ergibt
sich

12:4=6:2=3 oder 12:6=4:2 und 4x6=2x12=24
Hier kdnnen die Kinder in ganz elementarer Weise Erfahrungen an Zahlbeziehungen machen,
die spater in der elementaren Zahlentheorie zu grundlegenden Satzen fiihren. Es geht noch
nicht um die logische Rickfihrung der genannten Sachverhalte auf ein Axiomensytem,

% Die Zahl des Zusammenklangsrhythmus ist das kleinste gemeinschaftliche Vielfache (kgV), die Zahl des
harmonisierenden oder verbindenden Rhythmus der grofite gemeinsame Teiler (ggT) der beiden
Ausgangszahlen.
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sondern es soll das Staunen fiir die Harmonie in der Welt der Rhythmen geweckt werden, also
vor allem ein Gefiihlseindruck wachgerufen werden.

Ist dieses Feld eines elementaren rhythmologischen Rechnens geniigend ausgekostet
worden, kehren wir zur Addition und Subtraktion ungleichnamiger Briiche zurlick. Als
Ergebnis kdnnen wir festhalten:

Regel zur Addition und Subtraktion zweier Briiche:

Wir finden den Hauptnenner zweier Briiche, indem wir die Zusammenklangszahl der
Nenner bestimmen und dann die Briche — wenn notig — zu diesem Nenner erweitern. Erst
danach koénnen wir und sie zusammenzahlen (addieren) beziehungsweise abziehen
(subtrahieren).
Im Einzelnen gehen wir so vor, indem wir fragen: Wie oft sind die einzelnen Nenner im
Hauptnenner enthalten. Wir teilen also den Hauptnenner durch den Nenner des ersten
Bruches, und mit dem Ergebnis erweitern wir diesen Bruch. Dann prifen wir, wie oft der
zweite Nenner in dem Hauptnenner enthalten ist und erweitern diesen Bruch entsprechend.
Sind so die Briiche gleichnamig gemacht worden, kénnen wir sie addieren oder subtrahieren.
Bei der Aufgabe:

4 6
schauen wir auf den Vierer- und der Sechserrhythmus; die beiden klingen im
Zwolferrhythmus zusammen. Der Hauptnenner ist also 12. Der erste Nenner 4 ist in 12

1 3
dreimal enthalten; also erweitern wir Z mit der Zahl 3 und erhalten E Der Nenner 6

1 2
ist in der 12 zweimal enthalten, also erweitern wir 6 mit der Zahl 2 und erhalten E Nun

kdnnen wir addieren:
1 1 1x3 1x2 3 2 5

4 6 4><3Jr 6x2 12 +12 12

Entsprechend kénnen wir nun eine Vielzahl von Stammbriichen addieren, bis wir schlie3lich
dazu ubergehen, ganz beliebige Briiche zu addieren. Die einzige Beschrankung liegt in der
Uberschaubarkeit der vorkommenden Zahlen. In der 5. Klasse werden dann fiir die
komplizierteren Falle auch geeignete Verfahren behandelt werden.

Nach der Einfihrung der Briiche, dem Bewahren vor einer Fixierung auf eine
Veranschaulichungsweise und der seelischen Belebung durch die Rhythmen soll durch
vielfaltige Ubung verlassliches Kénnen erwachsen. Gerade das Bruchrechnen braucht tiber
viele Jahre ein immer wieder neuerliches Uben, damit das Gelernte sich festigt und es so zum
sicheren Besitz der Kinderwird. Die folgenden Aufgaben wollen dazu Gelegenheit geben.
Ubungen

1. Um wie viel ist 3/2 groRer als 1/2? 3/2 groRer als 1? 7/2 groRer als 3/2? 12/2 groBer als
11/2? 12/2 groler als 57 9 groler als 13/2? 33 groRer als 44/2? 100 groler als 200/2?

2. Um wie viel ist 3/2 kleiner als 2, 3, 4, 5, 6/2, 7/2, 8/2?

3. Addiere beziehungsweise subtrahiere und gib an, wie viele Ganze und wie viele Halbe
das Ergebnis besitzt:

1/2+1/2=" 22+ 1/2="7 32+1/2="7 42 +1/2="7 52+ 1/2="7 72+ 1/2=7

2/2+3/2=" 32+4[2=7 4/2 +5/2=7 5/2+6/2=" 3/2-2/2=" 412 -3/2="

5/2-4/2=7 6/2-5/2="2 7/2-6/2=7 52+7/2=" 52+9/2=? 5/2+10/2=7
6/2-4/2="7 6/2+4/2=" 8/2-4/2=" 82+4/2="7 11/2-6/2=7 11/2+6/2=7

4. Addiere oder subtrahiere, wie es angegeben ist:

12+3/2+5/2-6/2= 7 5/2-3/2-1/2=" 17/2 -8/2-7/12="7
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27/2—-19/2 + 15/2 =7 38/2-22/2 +10/2 =" 58/2-37/2-1/2="7

122/2 + 222/2 — 344/2 = 783/2 —183/2—-300 = 444/2 + 222/2 — 333/2 =
? ? 7

Suche erst einen gemeinsamen Nenner, erweitere auf ihn und addiere oder subtrahiere

dann:
Yo+ Y Yo - Yy Yo+ 3 3/2-3% Y% - 1/8 2/3-1/6
% -1/6 Ya+ 1/6 %+ 716 %+ 1/6 2/5+ 1/10 ¥% - 3/10

Die folgenden Ubungen schlieRen an das analysierende Rechnen an, das wir seit der 1. Klasse
gelibt haben (Vom Ganzen zum Teil). Es gibt dem Kind Freirdume, seinen eigenen
Losungsweg zu finden Uberraschende Losungen u erarbeiten.

1. Zerlege 1 auf verschiedene Arten in eine Summe oder Differenz von Brichen.

2. Zerlege 3 so auf verschiedene Arten in Briche, dass kein Nenner ofter als dreimal
vorkommt.

3. Zeichne ein Rechteck. Dies soll das Ganze sein. Zerlege es in verschieden grolie Teile,
schreibe in jedes Teil hinein, um welchen Bruchteil vom Ganzen es sich handelt.
Schreibe die Zerlegung als Summe von Briichen auf. Beispiel:
cce

Erganzungen
Ausweitung auf mehrere Briiche

Je nach Lernfortschritt der Klasse bietet es sich an, auch mehr als zwei Briiche zu addieren.
Dann gilt es, die Zusammenklangszahl von drei und mehr Zahlenrhythmen zu finden, um den

Hauptnenner zu bestimmen. Sieht man ihn sofort, wie bei dem Beispiel

1 1 1

2 4 8
so wird man rasch addieren konnen. Ist es schwieriger, so sucht man erst die
Zusammenklangszahl der beiden grofieren Zahlen und I&sst diese wiederum mit der nachst

kleineren Zahl zusammenklingen. Haben wir beispielsweise %+%+% zu addieren, so lassen

wir zundchst 6 und 9 in 18 zusammenklingen und sehen, dass hierin auch schon die 3
enthalten ist. Dann erhalten wir
111 16 13 1.2 6 3 2 11
Z++== + + =t —+—=—
3 6 9 36 6:3 9.2 18 18 18 18
Ahnlich ist es bei
1 1 1
4 5 20
5 und 20 klingen in 20 zusammen, worin auch 4 enthalten ist. Der Hauptnenner ist also 20.
11 1 15 1.4 11 10
4 5 20 4.5 5.4 20-1 20

Haben wir aber beispielsweise%+%+%, so klingen 3 und 5 erst in 15 zusammen, 15 und 2 in

30. Der Hauptnenner ist also 30.
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235 215 310 56 30 30 30 30
Wird in der 4. Klasse dieses Bestimmen des Hauptnenners ganz aus einem musikalisch-
rhythmischen Element eingefuhrt, entwickeln die Kinder meist eine empfindungsmafige
Treffsicherheit, aus der heraus sie solche Aufgaben leicht I6sen kdnnen.

Rhythmen von Bruchteilen

In dem Abschnitt Uber das rhythmologische Rechnen haben wir das Auffinden des
Hauptnenners von zwei (oder mehr Briichen) Uber die Zusammenklangszahl der Nenner
besprochen. Es kann nun sehr anregend sein, das mit den Zahlen gelibte VVorgehen auf die
Bruchteile selbst anzuwenden. Im Grunde geschah das schon, als wir in Abbildung 15 [ccc
bleibt es 15?] ein gemeinsames Mal} fur zwei Bruchteile suchten: Die Halfte einer Strecke
und ein Drittel von ihr kénnen mit einem Sechstel der Strecke ausgemessen werden. Ein
Sechstel ist ein gemeinsames Mal} fir ein Halbes und ein Drittel. 1/6 ist also der
harmonisierende Rhythmus fir die Rhythmen von 1/2 und 1/3. Wo klingen umgekehrt die
Rhythmen von 1/2 und 1/3 zusammen?

Im  ler-Rhythmus, dem harmonisierenden Rhythmus wvon 2 und 3! Der
Zusammenklangsrhythmus von 1/2 und 1/3 ist also der harmonisierende Rhythmus von 2 und
3!

In einer Tafelzeichnung kann man dies entsprechend zur Zeichnung 15 [CCC?] und
entsprechend mit einer Schreit-Ubung zeigen. Dies sollte auch mit den folgenden Ubungen
geschehen.

Stufenweise kdnnen nun die Rhythmenverhéltnisse von Briichen genauer studiert werden:

1. Wo klingen 1/2 und 1/4 zusammen? Das geschieht in 1/2, wahrend der 1/4- Rhythmus
alle Viertel und Halben trifft, also die beiden Rhythmen harmonisiert. Das ist die
gerade umgekehrt wie beim Zweier- und Viererrhythmus.

2. Wo klingen 1/4 und 1/6 zusammen? Das geschieht im Rhythmus der Halben, denn 2/4
= 3/6 = 1/2. Verbunden oder harmonisiert werden die beiden Rhythmen durch 1/12,
denn die Zwolftel z&hlen alle Viertel und Sechstel mit. Wieder ist es gerade
umgekehrt, wie bei 4 und 6.4 und 6 klingen bei 12 zusammen, wéhrend 2 die beiden
Rhythmen verbindet oder harmonisiert.

Auler durch eine Zeichnung kann dies mit einer schriftlichen Darstellung deutlich gemacht
werden:

1.1 1 115 110 1.6 15 10 6 31
=t =t =

Harmon. | 4,10 212 312 4712 SA2 612 7A2 842 942 1042 11712 1212 1312
Rhythmus
Ausgangs- | 0 1/6 2/6 3/6 4/6 5/6 6/6
rhythmen | O 1/4 214 3/4 4/4
Zusammkl.
Rthmus. | © 172 202

Vergleichen wir dies mit der Harmonisierung der Rhythmen von 4 und 6, dann wird die
Umkehrung besonders deutlich sichtbar.

Zusammkl.

Rhythmus 0 12 24

Ausgangs- O 4 8 12 16 20 24
rhythmen 0 6 12 18 24
Harmon. 5 4 6 g8 10 12 14 16 18 20 22 24
Rhythmus

Im ersten Fall harmonisieren die Zwoélftel die beiden Ausgangsrhythmen, im zweiten Fall ist
12 der Zusammenklangsrhythmus.- Im ersten Fall klingen die beiden Ausgangsrhythmen in
1/2 zusammen, im zweiten Fall harmonisiert die 2 die beiden Rhythmen.

Fur Stammbrtche findet man die
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Regel:

Der Nenner des Zusammenklangrhythmus zweier Stammbriiche ist gleich der
harmonisierenden Zahl der Nenner.

Der Nenner des harmonisierenden Bruches zweier Stammbriche ist gleich der
Zusammenklangszahl der Nenner der beiden Stammbriiche.

Dezimalbriche

Die Kinder sind den Dezimalbriichen bereits in der 3. Klasse im Rahmen des Sachrechnens
beim Messen (m, cm, mm) und dem Umgang mit Geld (Euro, Cent) in einfacher Weise
begegnet. In der 4. Klasse kdnnen sie in Beziehung zu den neu eingeflihrten Briichen gesetzt
und ihre Anwendung wesentlich erweitert werden. Die Gepflogenheiten an Waldorfschulen
sind allerdings hier sehr unterschiedlich — von dem Beginn der Bruchrechnung mit
Dezimalbrichen bis zur Verschiebung in die 5. Klasse. Die Angabe Rudolf Steiners ist
allerdings in diesem Punkt eindeutig:

,Im vierten Schuljahr wird das fortgesetzt, was in den ersten Schuljahren gepflogen
worden ist. Aber jetzt missen wir (bergehen zur Bruchlehre und namentlich zur
Dezimalbruchlehre.

Wir wollen dann im flinften Schuljahr mit der Bruchlehre und mit der Dezimalbruchlehre
fortsetzen und alles dasjenige an das Kind heran bringen, was ihm die Fahigkeit
beibringt, sich innerhalb ganzer, gebrochener, durch Dezimalbriiche ausgedriickter
Zahlen frei rechnend zu bewegen.

Im bisherigen Verlauf der ersten Epoche sollten die Kinder vor allem mit den Briichen
vertraut werden. Dabei wurden die Bruchteile vielféltig durch GréRen dargestellt — durch
Langen, Flachen und Volumina. Bewegung, Geschwindigkeit (und Zeit) und Rhythmus-
Bindung erganzten die dulReren Bilder. Die GroéRenvorstellungen ermdglichten auch die
Zusammensetzung (Addition) von Briichen und einen ersten GroRenvergleich (Subtraktion).
Eine Ausweitung auf die Multiplikation ist zwar schon vorbreitet durch rhythmische
Wiederholung und Gliederung, unterbleibt aber an dieser friihen Stelle, weil sie (iber die reine
GroRenvorstellung hinausreicht und Briiche bereits in ihrer Eigenschaft als Zahlenverhaltnisse
betrachtet.

Stattdessen bietet es sich an, die Dezimalbriiche nun systematisch einzufiihren. Sie
erleichtern den Umgang mit GroRRen erheblich und erlauben eine direkte Anwendung in
Sachaufgaben. Wir schlieBen an das Sachrechnen der 3. Klasse an und leiten die
Dezimalschreibweise aus bereits bekannten GréRRen ab.

Klassischerweise waren in der 4. Klasse zwei groRe Rechenepochen zu ja 4 Wochen
ublich. In diesem Fall eignet sich die folgende Einfiihrung fur die 4. Woche am Ende der
ersten Epoche. Haufig entscheiden sich Klassenlehrer auch fur 3 Epochen mit dann meist nur
3 Wochen Lange. Dann waéren die Dezimalbriiche geeignet als vollig neuer Einstieg fur die
zweite Epoche und einer Weiterflihrung gemald der spater vorgestellten Rechenverfahren
dazu.

Stellenschreibweise von Bruchteilen

Dazu regte Rudolf Steiner an:

,, Die Kinder sollten von Anfang an ein Gefiihl dafiir bekommen, dass das Benutzen des
Dezimalbruches eigentlich auf menschlicher Konvention, auf einer Art menschlicher

¥ Rudolf Steiner, Erziehungskunst. Seminarbesprechungen und Lehrplanvortrage, GA 295, 2. Lehrplanvortrag,
S. 168
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Bequemlichkeit beruht; und sie sollten ein weiteres Geflihl davon bekommen, dass das
Ansetzen eines Dezimalbruches eigentlich nichts weiter ist, als ein Fortsetzen derselben
Methoden, welche unseren Zahlen (berhaupt zugrunde liegt.... Dieses Konventionelle,
das in deartls Einteilungen steckt, sollte den Kindern durchaus vom Anfange beigebracht
werden. “

In der Tat erforderte der Alltag von Handwerk und Handel verbindliche Ubereinkunft nicht
nur Uber MaReinheiten und Geldwerte, sondern auch deren ausreichend feine Gliederung in
kleinere Einheiten. Dieses praktische VVorgehen war also durchaus analysierend (vom Ganzen
zum Teil). Selbst unser geldufiges ,,Kleingeld“ entstand urspriinglich in Form einer
,Scheidemiinze*” als Teil der vollen Miinze. Entsprechend zu dieser historischen
Entwicklung lassen sich plausible Bilder finden, mit denen die Kinder die
Dezimalschreibweise als sinnvolle Vereinbarung kennen lernen. Der Zugang erfolgt
deswegen auch am besten in engem Zusammenhang mit konkreten Anldassen (Messen,
Wiegen).

Spéter kann man — zum Beispiel mit einem Hinweis auf die Physik in der 6. Klasse — auch
darauf aufmerksam machen, dass es nicht tberall sinnvoll ist, die gewdhnlichen Briiche durch
Dezimalbriiche zu ersetzen: Wenn es um Zahlen-Verhaltnisse geht, verwischt eine dezimale
Schreibweise oft das Gemeinte®. Noch wichtiger ist es fur die in der sechsten Klasse
beginnenden algebraischen Schreibweise mit der gewohnlichen Bruchdarstellung vertraut zu
sein. Durch die Einflihrung der Dezimalbriiche wird also die gewohnliche Bruchschreibweise
keineswegs uberflissig.

Wir stellen im Folgenden zwei Wege zur Einfuhrung der Dezimalbruche dar, die alternativ
gewahlt werden kdnnen:

Der erste schlie8t sich an die Erfahrungen der Kinder aus dem Umgang mit Geld an und
wird sicher manchen Kindern leichter fallen, weil der Name Cent die Hunderter-Teilung
greifbar macht. Vor allem, wenn in der 3.Klasse der Geldwechsel in der Wechselstube samt
Einflhrung von Stellenilibertrag und schriftlichen Rechnungsarten zu kurz kam, kann nun mit
ertraglichem Zeiteinsatz nachgearbeitet, vertieft und gesichert werden. Zu diesem Zweck wird
nachfolgend ausreichend Arbeitsmaterial bereit gestellt.

Der zweite und sehr direkte Weg folgt enger der begrifflichen Bestimmung von
Dezimalbruchen, als Geleit wird hier die Teilung des Meters in 10er-Schritten angeboten.

Welchen Weg ein Lehrer einschlagen will, muss er beim Wahrnehmen seiner Klasse selbst
entscheiden. Unabhangig vom gewahlten Weg sind die Ubungen beider Wege hilfreich. Der
Umgang mit Geld und die Benutzung der Langenmalie sind in jedem Fall ausreichend zu
erliben. Als weiteres Mal bietet sich das Gewicht an. Das anschliel}ende reine Zahlenrechnen
ohne Mal3- und Sachbeziige ist damit solide unterbaut.

Bei unserer ersten systematischen Behandlung der Dezimalbriiche beschranken wir uns bei
beiden Wegen auf die Einflihrung der Kommaschreibweise und die beiden Grundoperation —
der Addition und Subtraktion.

% Rudolf Steiner, Die Erneuerung der padagogisch-didaktischen Kunst, GA 301, S.219

%" Das Wort ,.scheiden® erinnert mit seiner Bedeutung ,,(ab-)trennen® an die Teilung eines urspriinglich Ganzen.
Die Scheidemiinze (z.B. Heller, Pfennig) hatte einen festgelegten Bruchteil des Edelmetallgewichtes der vollen
Miinze. In der Schweiz tragt noch heute die Miinze fiir den Geldbetrag 0,50 Franken = 50 Rappen den Namen
,v2 Franken“. Das Gewicht dieser Miinze ist mit 2,2g tatsdchlich die Hélfte eines ganzen Frankens (4,49).

® Will man zum Beispiel in der Akustik die Intervalle durch Schwingungsverhaltnisse unterschiedlicher
Saitenldngen charakterisieren, so ware es wenig hilfreich, fiir die Quart als Verhéltniszahl statt 3 : 4 die Zahl
0,75 oder fiir die Quint 0,666... statt 2 : 3 anzugeben.
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Erster Weg: Die Konvention des Geldes

Spétestens seit dem Sachrechnen der dritten Klasse ist den Kindern der Umgang mit Geld
gut vertraut, das sie natirlich aus dem Alltag schon viel friher kennen. Sie kennen auch das
Komma als Trennungszeichen zwischen den vollen Euro-Betrdgen und dem Kileingeld. Die
beliebte Schreibweise -,50 oder 2,- kénnen sie in die korrekten 0,50 bzw. 2,00 Gbertragen und
umgekehrt. Allerdings erfolgt die Zahlung des Kleingeldes in Schritten von einem Cent von 1
bis 99. Bei 100 erfolgt der Ubergang zur vollen Miinze. Die Hunderter-Teilung fiihrte also zu
einer neuen Zahleinheit: Die kleine Geldeinheit Cent wird als Ganzes angesehen und auch so
gezahlt®. Der Riickbezug von Kleingeldbetragen zur Wahrungseinheit ist dagegen fiir die
Kinder ungewohnt. Selbst bei passenden Teil-Betrdgen wie 20 Cent werden diese wohl kaum
mit dem entsprechenden Bruchteil des Ganzen — hier 1/5 eines Euro-Stuckes — verglichen.

Die Dezimalschreibweise (mit stets zwei Stellen) ist zwar bekannt, nicht aber ihre
Bedeutung als Dezimalbruch. Dieses zunédchst noch unvollstdndige Vorwissen kann im
Unterricht genutzt werden. Sobald die Stlickelung des Geldes als Bruchteile des Ganzen
erkannt wird, ist die Briicke zu den eigentlichen Briichen geschlagen. Gleichzeitig wird die
(zweistellige) Dezimalschreibweise als besondere Darstellungsform eines Bruches mit dem
Nenner Hundert erkannt. Nach Einubung der Sprechweise kann dann auf die anderen
Dezimalstellen geschlossen werden.

Die Dezimalschreibweise von Geldbetragen

Nach der Ankiindigung: ,,Wir rechnen morgen mit richtigem Geld* werden die meisten
Schiler auch etliche Miinzen mitbringen. Die erste Heftseite bildet die Stlickelung des Geldes
ab und beschreibt mogliche Wechsel in Kleingeld. Mit groRer Freude der Klasse durfen dazu
etliche Miinzen als Farbabdruck ins Heft ,kopiert werden”, allerdings mit System: Die
Minzen sollen zusammen immer einen Euro ergeben. Als Hausaufgabe darf eine Wechselart
gemacht werden, bei der alle Minzarten benutzt werden*'. Die ,reinen* Wechselarten in
gleiche Stiicke werden davon unabhéngig gemalt:

Einen Euro (1E) kdnnen wir wechseln in:

2 x 50-Cent-Stilicke (50C) (50C)

5 x 20-Cent-Stiicke (20C) (20C) (20C) (20C) (20C)

10 x 10-Cent-Stiicke 10-mal (10C) — ab hier nur noch eine Miinze
malen —

20 x 5-Cent-Stiicke 20-mal (5C)

50 x 2-Cent-Sticke 50-mal (2C)

100 x 1-Cent-Sticke 100-mal (1C)

Jede unserer Kleingeld-Munzen ist ein echter Bruchteil des ganzen Euros. Beim Riickbezug
auf das Ganze folgt aus der Anzahl der Stucke die Bezeichnung des entsprechenden
Bruchteils (20 Cent sind 1/5 Euro, weil 5 Stiicke davon einen ganzen Euro ergeben). Finden
sich noch andere Bruchteile, fiir die es keine passende Miinze** gibt? Nach der Frage: ,,Wie

¥ Die Bildung von Briichen wird durch diese Strategie vermieden; durch den Ubergang auf den Bruchteil wird
dieser quasi-kardinal gezahlt. Mit derselben Vorgehensweise vervielféltigen Kinder normalerweise auch die
Stammbriiche zu gemeinen Briichen.

“ Die Methode ist vielleicht nicht allgemein bekannt: Die Miinze wird unter das Blatt gelegt und in passender
Farbe mit flach gehaltenem Stift und leichtem Druck tbermalt.
1 Dabei liegen bereits aus der Forderung ,alle Miinzen“ bereits 88 Cent fest, nur die restlichen 12 sind frei
wahlbar.
“2 Es sind nur Teiler von 100 méglich; alle Kleingeldmiinzen sind bereits solche Teile. Die einzigen nicht
dadurch erfassten Teile sind das Viertel (25 Ct) und das 25-stel (4 Ct).
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wird denn ein Preis von 20 Cent im Laden geschrieben? kann auch schon die
Dezimalschreibweise von Preisen benutzt werden:

100 Cent 1,00 Euro 1 ganzer Euro , 1 Einer (E) 1€

50 Cent 0,50 Euro Y% Euro

20 Cent 0,20 Euro 1/5 Euro

10 Cent 0,10 Euro 1/10 Euro 1 Zehntel (z) 1/10 €
5 Cent 0,05 Euro 1/20 Euro

2 Cent 0,02 Euro 1/50 Euro

1 Cent 0,01 Euro 1/100 Euro 1 Hundertstel (h) 1/100 €

Drei dieser Miinzen (z, h) haben wir hervorgehoben. Mit ihnen kann jeder beliebige (Klein-
)Geldbetrag leicht gebildet werden; dabei erkennen wir die bendtigte Anzahl der Minzen an
der Ziffernfolge des Betrages. Aus diesem bevorzugten Gebrauch der Zehntel- und
Hundertstel-Werte entdecken wir die sinnvolle Fortsetzung der aus Klasse 3 bekannten
Stellenschreibweise. Wir erinnern an die ,,Wechselstube® mit den Féchern fiir die ,,groBen*
Werte Uber den Einern (E): Zehner (Z), Hunderter (H) und Tausender (T), die links vom
Komma stehen.
Mit einigen Beispielen tiben wir nochmals den Wechsel innerhalb der Stellen:
24 Zehner sind 2 Hunderter und 4 Zehner (=240)
36 Einer sind 3 Zehner und 6 Einer (=36)
645 Zehner sind 64 Hunderter und 5 Zehner oder 6T 4H 5Z (=6450)
Nun erganzen wir rechts vom Komma mit Zehnteln und Hundertsteln, die wir mit
Kleinen Buchstaben abkiirzen:
Bei 0,25 Euro konnen wir 20 Cent wechseln in 2 Zehn-Cent-Stiicke, also 2 Zehntel; die
verbleibenden 0,05 Euro oder 5 Cent kdnnen wir wechseln in 5 Cent-Stlcke, also 5
Hundertstel. Zusammen sind es: 0,25 Euro oder 2 Zehntel und 5 Hundertstel; kurz: 0,25
sind 2 zund 5 h.
3,65 werden entsprechend gewechselt in 3 Einer, 6 Zehntel und 5 Hundertstel Euro; also:
3,65sind3Eund 6zund5 h.
Mit weiteren Beispielen wird die Sprechweise getibt und der Riuickbezug zur Einheit gefestigt:
Zu 4,28€ sagten wir bisher ,,4 Euro 28 (Cent)
Wir zerlegen diesen Betrag in 4 Einer, 2 Zehntel und 8 Hundertstel, dazu fiihren wir die neue
Lesart ,,vier Komma zwei acht* ein, welche genau diese Aufreihung befolgt und durch das
Komma den Ubergang zu den Bruchteilen sichtbar macht.
486,25sind: 4H 8Z 6 E (Komma)2z 5h
Mindlich kénnen die Kinder immer wieder Zahlen untersuchen (grof’e Zahlen an die Tafel
schreiben lassen) und dabei die Stellen benennen:
7528,46 E: 7 Tausend-Euro-Scheine; 5 Hundert-Euro-Scheine; 2 Zehn-Euro-Scheine; 8
(Ein-)Euro-Stiicke; (Komma) 4 Zehn-Cent-Stiicke; 6 Cent-Stlicke
oder: 7 T (Tausender); 5 H (Hunderter); 2 Z (Zehner); 8 E (Einer); (Komma) 4 z
(Zehntel); 6 h (Hundertstel)
oder: 7528,46 =7 x 1000 und 5 - 100 und 2 x 10 und 8 x 1 und 4 x 1/10 und 6 x 1/100
Das Ziel dieses Umwechselns ist also immer, dass wir jedes Fach nur mit den Ziffern 0 bis 9
belegen, sobald es 10 oder mehr sind, wechseln wir den ,,Uberschuss® ins nichst hohere Fach.
Diese bereits in der Wechselstube der 3.Klasse getibte Gewohnheit wird also nochmals
gefestigt und weitergefihrt.

Ubungen zur Stellenschreibweise
1. Wechsle in Zehnerschritten
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(Beispiel: 7420 sind 7 Tausender und 4 Hunderter und 2 Zehner

oder 74 Hunderter und 2 Zehner oder 742 Zehner oder 7420 Einer)

a) 320 b) 6500 c) 8750 d) 60 e) 214 f) 5080

2. Benenne den Wert der einzelnen Ziffern

(Beispiel: 53,02 sind 5Z 3E (Komma) 0z 2h)

a) 9,65 b) 205 ¢)41,36 d)910,20 ) 1582,45 f) 20,02

3. Schreibe als Dezimalzahl

Beispiel: 153 h (Hundertstel) sind 15z 3h oder 1E 5z 3h oder 1,53

a) 426 Hundertstel b) 35 Zehntel c¢) 791 Zehntel  d) 34 Hundertstel
Geldbetrage addieren (Komma unter Komma)

Beim Kassensturz kommen verschiedene Geldscheine und -stiicke zum Vorschein. Sie
werden sortiert und gezéhlt. Der entsprechende Geldbetrag wird dezimal geschrieben und
genau untereinander aufgelistet. Parallel dazu konnen die Einzelbetrdge ,,sortenrein® in
Minzen von Zehnerschritten gewechselt werden; damit stimmen die Anzahlen der Miinzen
mit den Ziffern in der Dezimaldarstellung tberein.

Wir machen Kassensturz

Das finden wir in der Kasse So kénnen wir wechseln Wert: HZE,zh
2 Funfzig-Euro-Scheine 1 Hundert-Euro-Schein 100,00
3 Zwanzig-Euro-Scheine 6 Zehn-Euro-Scheine 60,00
5 Zehn-Euro-Scheine 50,00
3 Fiinf-Euro-Stiicke 1 Zehn-Euro-Schein + 5 Eurostiicke 15,00
6 Zwei-Euro-Sticke 1 Zehn-Euro-Schein + 2 Eurostiicke 12,00
4 Euro-Stiicke 4,00
7 Flnfzig-Cent-Stlicke 3 Euro + 5 Zehn-Cent 3,50
8 Zwanzig-Cent-Stlicke 1 Euro + 6 Zehn-Cent 1,60
12 Zehn-Cent-Stiicke 1 Euro + 2 Zehn-Cent 1,20
9 Fiinf-Cent-Stiicke 4 Zehn-Cent + 5 Cent 0,45
16 Zwei-Cent-Stlicke 3 Zehn-Cent + 2 Cent 0,32
18 Cent-Stiicke 1 Zehn-Cent + 8 Cent 0,18
Ubertrage 112,1
Summe 248,25

Bei der Addition der Zahlen wird nun darauf geachtet, dass in der ersten die Zehn-Cent-
Stlicke (oder Zehntel Euro) und in der zweiten Spalte (= Fach) nach dem Komma die
Centstiicke (oder Hundertstel Euro) zu finden sind. Dies geht leichter, wenn eine farbige
senkrechte Linie das Komma ordnet und die Spalten verschieden farbig unterlegt sind.
Wir z&hlen nun spaltenweise zusammen, beginnend mit dem ,,Kleingeld: In der Spalte
,,Cent“ sind: 8 + 2 + 5, also 15 Cent, welche wir in 1 Zehn-Cent-Stiick und 5 Cent-Stlicke
wechseln. Die 5 Cent schreiben wir als Ergebnis in der Cent-Spalte, das Zehn-Cent-Stilick
legen wir in das nachste Fach dazu (Ubertrag) und wird dann mit den anderen Zehn-Cent-
Stlicken zusammengezéhlt. Entsprechend verfahren wir mit den weiteren Spalten.
Das Gesamtergebnis wird als Zusammenstellung von entsprechenden Geldstiicken
interpretiert:
2 Hundert-Euro-Scheine (Hunderter); 4 Zehn-Euro-Scheine (Zehner); 8 Euro-Stiicke
(Einer); 2 Zehn-Cent-Stiicke (Zehntel); 5 Cent-Stlicke (Hundertstel).
Dieses Verfahren Ubertragen wir entsprechend auf die in der 3.Klasse ebenfalls mit der
Wechselstube eingefuihrte Subtraktion und halten uns wie bei der Addition streng an die
Spaltenschreibweise.
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Aufgabenvorschlage
1) Sabrina macht Kassensturz
a) In ihrem Geldbeutel findet sie die Geldstlicke:
1 Zwei-Euro-Stick, 3 x Ein-Euro, 2 x 50-Cent, 6 x 20-Cent, 2 x 10-Cent, 5 x 5-Cent,
4 x 2-Cent, 3 x 1-Cent. Wie viel Geld hat sie im Geldbeutel?
b) In ihrem Sparschwein hat sie noch 21,27 Euro. Wie viel Geld hat Sabrina insgesamt?

c¢) Sie hat ein schones Geschenk um 8,25 fur ihre Mutter entdeckt. Wie viel Geld wirde
ihr noch Gbrigbleiben?

2) Schreibe wie beim Kassenzettel untereinander und zahle zusammen:

Brot 2,45; Butter 1,24; Kése 3,89; Wurst 1,95; Obst 2,68

3) Wie viel Restgeld wird herausgegeben?

a) Du kaufst Apfel fiir 1,46 und Bananen fiir 2,35. Alles zusammen bezahlst du mit
einem 10-Euro-Schein.

b) Simon kauft 2 Hefte (je 0,60) und 3 Stifte (je 0,80), er bezahlt mit einem 5-Euro-
Stuck.

Ausdehnung auf 3 Kommastellen

Wie vorteilhaft sich das vertraute Geld mir seiner Hundertstel-Teilung eignet, um die
Dezimalschreibweise einzufiuhren und zu benutzen, ist im Unterricht unmittelbar erlebbar.
Die Kinder nehmen sowohl Schreibweise wie die Rechenregeln (Komma unter Komma) beim
Addieren und Subtrahieren als selbstverstandlich an. Aber genau darin zeigt sich auch der
Nachteil der reinen Gewohnheit aus dem alltdglichen Umgang. Die Dezimalstellen werden
meist als (ganze) Centbetrage gelesen und bis zum Hunderter-Ubergang auf den (wiederum
ganzen) Euro hinaufgezéhlt; dazu kdnnte sogar die Abkiirzung (z) fiir ,,Zehntel“ - bei der 10-
Ct-Munze als — falschlicherweise ,,.Zehn“ gedeutet werden. Die mathematisch begriindete
Lesart ,,Zehntel“ und ,,Hundertstel“ kann daher von den Schiilern als etwas weltfremd
empfunden werden.

Um dem entgegen zu wirken, kénnen vor dem Ubergang zu weiteren Dezimalstellen
nochmals  Bruchteile vom ganzen Euro gelbt werden, wie sie bereits zu Beginn
vorgeschlagen waren. Weil jede unserer Centminzen sich als Bruchteil des ganzen Euro
darstellen lasst, bietet unser Minzsystem durchaus Ubungsfelder fiir die gegenseitige
Entsprechung von gewoéhnlichen Briichen und Dezimalbriichen. So im Unterricht daflr Zeit
eingerdumt werden kann, sind interessante und fir eine 4. Klasse durchaus anspruchsvolle
Aufgaben damit moéglich, sei es als Addition oder Subtraktion zuerst von echten Briichen und
als zweiten Rechenweg mit den entsprechenden Dezimalbriichen bzw. Centbetrégen:

1/25 € + 1/100 € = ? Erweitern auf Hauptnenner 100: 4/100 € + 1/100 € = 5/100 € =

1/20 €

oder dezimal (mit Kenntnis der Bruchteile): 4Ct+1Ct =5Ct=0,05€

entsprechend:  1/4€-1/20 € (Lsg: 4/20 €= 1/5 € bzw. 0,20 €)
oder dezimal: 25 Ct -5 Ct

ebenso: 1/4€+2/5€+3/10 €+1/20 € (Lsg: 20/20 €=1 € bzw. 1,00 €)

oder dezimal: 25 Ct + 2x20 Ct + 3x10 Ct + 5 Ct
Unabhéngig davon, ob eine solche Betrachtung gemacht werden konnte, wird nochmals die
Lesart mit den Namen der Dezimalstellen von den Tausendern bis hin zu den Zehnteln und
Hundertsteln erinnert. Nun kann man einen Benzinpreis erfragen oder auch selbst nennen und
dann die Klasse Uber die Bedeutung der dritten Nach-Komma-Stelle ratseln lassen. Das Ziel,
diese mit ,, Tausendstel Euro* zu benennen, wird notfalls mit Lehrerhilfen erreicht.
Preise an der Tankstelle: Super 1,349 €/Liter; Diesel 1,225 €/Liter
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Natdrlich wird auch darauf hingewiesen, dass es flr diese Preisangabe gar kein geeignetes
Kleingeld gibt; wenn man also wirklich nur 1 Liter Super bezahlen wollte, miisste man eben
1,35 € begleichen. Obwohl wir in der 4. Klasse noch keine Rundungsrechnungen machen,
sind Aussagen wie ,,fast 1,35 € oder ,,etwa 1,35 € oder ,,eigentlich 1,35 €, aber es soll nicht
so aussehen® durchaus mit der Klasse besprechbar.

Der Goldpreis ist fur die Klasse wohl kaum gegenwartig, allenfalls, dass dieses Metall
wertvoll oder teuer sei. Der Lehrer kann berichten, dass der Preis sich im téglichen Handel an
der Borse einpendelt und dann unter anderem im Wirtschaftsteil der Zeitung aufgelistet wird.
Neben der international tblichen Benennung mit Dollar je Unze wird auch immer der Preis
mit Euro je Gramm oder Kilogramm genannt, getrennt nach Ankauf und Verkauf, aber meist
mit 5 bis 6 geltenden Ziffern.

Notierung Gold Ankauf: 30,5842 €/g; Verkauf: 31,5964 €/g

Auch hier sind die Dezimalen nach den Hundertsteln (=Cent) zunéchst ohne Bedeutung, weil
niemand 1 Gramm Gold kauft oder verkauft; der kleinste ,,Barren* hat 100 Gramm und ist
wegen des schweren Materials iiberraschend klein®’. Bei den handelsiiblichen Goldmengen
kommen also die Nachkommastellen dann doch zur Wirkung. Der Hinweis darauf genigt,
weil die Stellenverschiebung beim Malnehmen erst spéter eingefiihrt wird. Der Gebrauch von
Zahlen mit der langeren Stellenzahl, sei es aus obigen oder aktualisierten Notierungen oder
auch mit reinen Zahlen soll jedenfalls vertraut werden gemal folgender

Ubungen zum Lesen und Schreiben von Dezimalbriichen
1. Lies die folgenden Dezimalbriiche
a)2,1;35;4,2;69; 1,7;35;9,9
b) 3,33; 4,44, 5,55; 6,66; 7,77; 8,88; 9,99
c) 1,23; 2,34; 3,45; 4,56; 5,67; 6,78; 7,89
d) 0,1;0,2;0,3;0,4; 0,5; 0,6; 0,7
e) 0,01; 0,02; 0,03; 0,04; 0,05; 0,06; 0,07
f) 0,1; 0,01; 0,001; 0,101 0,120 (die letzte Ziffer O kann mitgelesen werden, um die
Genauigkeit auszudriicken, muss es aber nicht); 0,0909; 0,090
g) 246,78; 24,678; 2,4678; 0,24678; 0,024678; 2538; 253,8; 25,38; 2,538; 0,2538
2. Lies die Zahlen von Benzin- oder Goldpreisen geméall dem Stellenwert ihrer Ziffern,

z.B. bei 30,5842 €/g als ,,3 Zehner, 0 Einer, 5 Zehntel, 8 Hundertstel, 8 Tausendstel, 2
Zehntausendstel

Rechen-Beispiele (ohne Ubertrage):

3. Gestern lag der Dieselpreis bei 1,239 €/Liter, heute nur

noch bei 1,199 €/Liter. Um wieviel Cent ist Diesel E, z h t
billiger geworden? 1, 2 3 9
(Differenz fiihrt auf 0,030 €/1; mit der Lesart 3 - 2 0 9
Hundertstel ergeben sich 3 Ct/l; die Rechnung ist direkt 1,

mdoglich durch den alleinigen Unterschied in den 0, 0 3 0

Hundertsteln, ansonsten konnte die Spaltenschreibweise
vom Kassensturz ibernommen werden).

4a) Wie grol3 ist der Unterschied (=Handelsspanne) zwischen WVerkaufs- und
Ankaufspreis (31,5964 €/g - 30,5842 €/g) bei Gold?

** Nimmt man eine BarrengréRe von nur 3 x 5 cm an, so geniigt bereits eine Dicke von 3,5 mm, um 100 Gramm
zu erreichen. Ein Goldbarren von der GroRe einer 100-Gramm Schokoladentafel wiirde schon knapp 2 kg
wiegen; in Filmen werden gelegentlich Barren in ZiegelsteingréfRe umgestapelt, aus echtem Gold héatten diese
Uber % Zentner!
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4b) Der Verkaufspreis von Gold steigt um 1,3024 €/g. Auf welchen Wert ist Gold
gestiegen?

4c¢) Der Verkaufspreis von Silber betrdagt 0,4985 €/g. Der Ankaufspreis liegt um 0,0415
€/g darunter. Wie hoch ist dieser?

Zweiter Weg: Die Konvention des Stellenwertes

Die Schreibweise der Zahlen im (blichen Stellenwertsystem ist den Kindern seit dem
ersten Schuljahr bekannt. Sie wissen seit der 2. Klasse, dass 4523 die gemeinte Zahl nach
Tausendern, Hundertern, Zehnern und Einern gegliedert angibt:

4523 =4-1000+5-100+2-10+3 - 1.
Von der 1 zur 10 gelangt man, indem man die 1 mit 10 multipliziert. Weiter gelangt man von
der 10 zur 100, indem man wiederum mit 10 multipliziert. Durch erneute Multiplikation mit
10 geht es von 100 zu 1000. Dieses Prinzip, das zu immer gréReren Einheiten fiihrt, kehren
wir nun in das Kleinerwerden um, indem wir in 10er-Schritten dividieren. 1 dividiert durch 10
ergibt 1/10, mit nochmaligem Dividieren erreichen wir 1/100.

Diesen Bruchteil erkennen die Kinder wieder: Beim Umgang mit dem Geld, aber auch mit
dem Langenmal hatten wir in der 3. Klasse die Hundertstel als 0,01 geschrieben. Allerdings
benutzten wir statt ,,Hundertstel“ den Alltagsnamen dieses Bruchteils und lasen 0,01€ als ,,1
Cent“ oder 0,01m als ,,1lcm*®.

Die Schreibweise des Zehntels wird noch kaum geldufig sein, kann aber nun leicht
eingefuhrt werden. Wenn wir 1m in 10 gleiche Teile gliedern, hat jeder Teil 10cm oder 0,20m
in der gewohnten Kommaschreibweise; ab jetzt nehmen wir dafur auch die einstellige
Schreibweise 0,1m. Falls in Klasse 3 die weiteren Teilungen des Meters noch nicht benutzt
wurden, sind sie jetzt sinnvoll und wir fihren sie nun mit praktischen Beispielen ein bzw.
wiederholen sie.

Das Tafellineal hat tiblicherweise neben der cm-Teilung noch fur jeden vollen Dezimeter
einen Farbwechsel und die entsprechende Zahlung: 1(dm), 2, ... bis 9 (dm).** Die Kinder
durfen verschiedene Stellen am Tafellineal zeigen, abzahlen und benennen. Meist haben die
Schler wenigstens ein kleines Lineal in ihrem Mappchen. Wir schauen die Feinteilung in
mm an und beobachten den Ubergang beim 10ten Strich auf die 1, wo wir den vollen ersten
Zentimeter erreichen. Wie weit muss man mit Millimetern z&hlen bis man 1dm oder gar 1m
erreicht hat?

Es werden spatestens jetzt die Wortbedeutungen der Mal3vorsilben erklért oder wiederholt:
dezi = zehntel, centi bzw. zenti = hundertstel, milli = tausendstel. Flr den ganzen Meter
braucht man also 10 Dezimeter oder 100 Zentimeter oder 1000 Millimeter. Mit einer
einfachen Zahltabelle im Heft gewohnen sich die Kinder leicht an die neue Schreibweise:

Z&hlung mit Zehnteln Hundersteln Tausendsteln
Anfang 0dm oder0,0m Ocm oder 0,00 m Omm oder 0,000 m
1dm oder0,1m 10cm oder 0,0 m  100mm oder 0,100 m

9dm oder0,9m 90cm oder 0,90 m  900mm oder 0,900 m
Ende (voller Meter) 10dm =1,0 m 100cm oder 1,00 m  1000mm oder 1,000 m

Fir einige Kinder ist der Schritt von 0,9 auf 1,0 noch befremdlich, dadurch kann der parallel
geschriebene Ubergang von 90 auf 100cm bzw. 0,90 auf 1,00m eine gute Unterstiitzung sein.
In der Klasse kdnnen wir eine ausgewahlte Lange bestimmen, z.B. diejenige der
Fensterbank. Das Tafellineal mit 1m l&sst nach zweimaligem Anlegen einen Rest tbrig. Nun
helfen uns noch 4 Dezimeter des Lineals weiter. Mit dem kleinen Lineal sehen wir, dass noch

*“ Die Ziffern 0 und 10 fehlen sind oft, weil die entsprechenden Markierungen auf das Linealende fallen.
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8cm und 5mm hineinpassen. Vertraut werden soll nun die Gleichwertigkeit der Sprech- und
Schreibweisen:
2 (ganze) Meter 4 Dezimeter 8 Zentimeter 5 Millimeter
2 Einer (Komma) 4 Zehntel 8 Hundertstel 5 Tausendstel (Meter)
Durch dieses Verfahren der wiederholten Division des Langenmalies durch 10 haben wir die
bisherige Stellenschreibweise in die Dezimalbriiche fortgesetzt, von den Einern zu den
Zehnteln, Hundertsteln und Tausendsteln. Ein Komma trennt die Einer von den Bruchteilen
der Einheit. Statt 1/10 schreiben wir 0,1; statt 1/100 schreiben wir 0,01; statt 1/1000 schreiben
wir 0,001. Zur Unterscheidung von den bisherigen (groRen) Stellen kirzen wir die
Dezimalstellen hinter dem Komma mit kleinen Buchstaben ab: Zehntel z; Hundertstel h;
Tausendstel t.
Die obige Zahl mit der Ziffernfolge:
2 Einer (Komma) 4 Zehntel 8 Hundertstel...5 Tausendstel
oder: 2 E (Komma) + 4 z +8h + 5t
kénnen wir auch mit ,,sichtbarer® Bruchschreibweise darstellen:
2-1 (Komma) +4-1/10 + 8-1/100 + 5-1/1000.
oder: 2 (Komma) + 4/10 + 8/100 + 5/1000.
Wir lesen aber nur ,,Zwei Komma Vier — Acht — Fiinf* und schreiben entsprechend auch
22,485,
Die Addition und Subtraktion von Dezimalzahlen (Komma unter Komma)

Obwohl die Spaltenschreibweise fir die schriftliche Addition und Subtraktion aus Klasse 3
bekannt ist, lohnt sich deren Wiederholung und Ausweitung auf Dezimalzahlen. Die
Kopplung an Mal3e unterstreicht die Bedeutung des Kommas fir die richtige Einordnung der
Zahlen. Der gangige Kassenzettel ist zunachst sicher das einleuchtendste Beispiel.

Wir fuhren ein Kassenbuch uber unser Taschengeld

Datum | Vorgang Einnahmen | Ausgaben | Der Vorschlag, ein Kassenbuch fir
Z E| ZiEi das Taschengeld zu fihren, trifft in
1. Januar |Bestand 117,141 einer 4. Klasse meist auf gute
2. Januar |von Oma 51010 Resonanz.  Wenn  daflr  Zeit
5. Januar | Getrank ; 1,16:0| eingeraumt werden kann, ist dies
7. Januar | Radiergummi ; 0,i8:5| eine wirksame Ubung der korrekten
15. Januar | Taschengeld 4,100 ! Schreibweise Komma unter Komma,
24. Januar | Busfahrkarte 1,12:5]| denn ein Kassenbuch hat nur dann
28. Januar | Geschenk fir Lisa | + +12,1918]| einen Wert, wenn es fachmannisch
Ubertrag 1 211 oder echt kaufmannisch, also
31. Januar | Summe 216,141 |6 16/|8]| zuverlassig und prazise geschrieben
Abrechnung - 6,168 wird. Im Heft kann ein gemeinsames
Ubertrage 111 11 Beispiel dafiir angelegt werden.
1. Februar | Bestand 119,173

Einige (Haus-)Aufgaben mit zwei- und mehrzeilig aufgelisteten Summanden erhalten
anfangs noch eine Kopfzeile, in der mit Abkurzungen der jeweilige Stellenwert benannt wird.
Mit der Einschrinkung auf , Tausend” (T) bzw. , Tausendstel (t) ist dies bequem zu
schreiben:

T |H|Z|E, |z |h|t

1 (2(11]4,]|6|7]|2
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Dabei kann es eine Hilfe sein, wenn die Einer mit einer gesonderten |+ |3 |68, [3|1|5

-

Spalte hervorgehoben und mit ,,ihrem*“ Komma verbunden werden™®.

Der tiefer liegende waagrechte Unterstrich lasst Platz fur die klein |1 |5 (81(2,19|8]|7

geschriebenen Merkzahlen der auftretenden Zehnertibertrage (Wechsel
in das nachstgroliere Fach).

Dasselbe wird mit einfachen Subtraktionen gelibt, anfangs ohne, dann mit zunehmend
mehr Ubertragen innerhalb der Rechnung. Egal, wie diese Stelleniibertrage eingefiihrt und
notiert wurden, empfiehlt sich nun eine Verkiirzung von Schreib- und Sprechweise. Der
Lehrer entscheidet sich fir eine Methode; diese sollte an bisherige Gewohnheiten
anschlieBen, sich aber zu einem praktikablen Verfahren automatisieren als verlassliche
Fertigkeit in den Folgeklasssen.

a) Ein sehr beliebtes Vorgehen vermeidet das aktive Wegnehmen und ersetzt es durch
additives Unterschiedbilden wie es beim Bezahlen an der Kasse Ublich ist.

In nebenstehendem Beispiel beginnt man wie bei der Addition mit |T |H|Z|E,|z|h|T
der letzten Stelle. Zuerst entdecken wir, dass im Fach ,,t“ zu wenig |1 |2 [11]4,16]7|2
vorhanden ist. Wir entnehmen dem vorangehenden Fach ,h* 1 |— [3]68,|3|1|5
(Hundertsel), wechseln es in 10 (Tausendstel) und haben dann im Fach |1 |1 |1 1
1 den Vorrat 12; allerdings darf man nur etwas entleihen, wenn eine 8 (414,|3|5|7

entsprechende Nachricht in der Kasse hinterlassen wird. Dies

geschieht mit der kleinen 1 in Spalte ,,h*. Jetzt kann gefragt werden: ,,5 und ? ist 12 — .5 und
7 (schreiben in Ergebniszeile) ist 12 In der Spalte ,,h* heiBit es dann: ,,1 gelichen und 1
entnehmen macht 2, auf 7 hinauf brauchen wir noch 5“. Die Sprechweise kann dann noch
weiter zuriickgenommen werden auf: ,,5 und 7 ist 12 merke 1, 1 und 1 ist 2 und 5 ist 7.

b) Genauso mdglich ist die subtraktive Unterschiedbildung mit der Sprechweise: ,,von 5
auf 12 fehlt 7, merke 1 ; 1 und 1 ist 2, auf 7 fehlt 5 “.

c) Aus mathematischer Sicht wirde die aktive Subtraktion den tatsachlichen Sachverhalt
korrekter wiedergeben. Sie ist zwar weniger beliebt, aber als Rechengewohnheit durchaus
gleichwertig. Eine dafiir mogliche Sprechweise kann heiflen: ,,2 weniger 5 geht nicht, entleihe
1 (notieren in Vorspalte ,,h*), 12 weg 5 bleibt 7 (schreiben in Ergebniszeile); 1 und 1ist2, 7
weg 2 bleibt 5 “.

Grundsatzlich ist zu empfehlen, alle Additionen und Subtraktionen von Dezimalzahlen
immer untereinander (also in Spaltenschreibweise) durchzufuhren. Mit dieser formalen Hilfe
wird ein hdaufiger Schulerfehler vermieden, der besonders bei einstelligen Dezimalen
vorkommt:

2,8 + 3,4 wird falschlicherweise zu 5,12 zusammengefugt, weil die Ziffern 8

und 4 nach dem Komma als 12 nach dem Komma gesehen werden, anstatt E, Jzlh
den nétigen Ubertrag zu den Einern zu machen. Bei 6,1 + 2,14 zu 8,15 6, |1lo
verfihrt die Lesart ,,Sechs-Komma-Eins“ und ,,Zwei-Komma-Vierzehn* zur +2,11)4
Addition von 1 + 14 als eigenstandigem Block hinter dem Komma. Die 8, |24

Spaltenschreibweise betont dagegen den Stellenwert (wir lesen: ,,Zwei-Komma-Eins-
Vier) und ldsst mit nebenstehender Notierung auch erkennen, dass beim oberen
Summanden die ,,fehlende* zweite Stelle den Bedeutungsinhalt ,,kein Hundertstel* hat
und daher mit 0 gefillt werden darf.

*® Es lohnt sich die Sonderstellung des ,,Einer” zu betonen, denn er stellt die Mittelsymmetrie zwischen den
Dezimalvielfachen (H;Z) und den Dezimalteilen (z;h) her. Oft wird das Komma mit dieser Funktion gesehen,
was dann zu einem Widerspruch in der Symmetrie fuhrt: (Z;E) gegen das Paar (z;h). Aus der Sicht der hdheren
Mathematik hat der Einer die ,,Nullte Stellung® und der Zehner die Stellung ,,Erste nach links®, die Dezimale
»Zehntel* hat die Stellung ,,Erste nach rechts®: H=10>=100; Z = 10'=10;E=10°=1;z=10"=0,1; h=102
=0,01
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Endnullen hinter dem Komma beschreiben also nur den Zustand, dass keine weiteren
Bruchteile mehr vorhanden sind; fehlende Endnullen haben dieselbe Bedeutung. Bei Zahlen
ohne Komma (also ganze Zahlen) verschiebt dagegen das Anhangen oder Weglassen einer
Null die Stellenanordnung der tbrigen Ziffern um eins nach rechts oder links und damit den
zugehorigen Stellenwert um das Zehnfache oder auf den zehnten Teil. Die Einordnung der
Zahl in eine Stellentabelle unterdriickt diese Fehlerquelle.

Ein Schnelltest, ob die einzulibende Sprechweise wirklich gefestigt ist, l&sst sich mit
folgender Scherzfrage durchfiihren: ,,Wer ist groBer: Null Komma Neun oder Null Komma
Zehn?* In der Tat verfiihrt die inkorrekte Sprechweise rasch zu einem Fehlurteil, das sich
aufklart, sobald die Zahlen geschrieben werden.

Es ist also durchaus sinnvoll, die richtige Sprechweise immer wieder zu erinnern: Die
Ziffern vor dem Komma lesen wir wie bisher als komplette Zahl, die Dezimalstellen hinter
dem Komma als Ziffernfolge. Wir lesen also 22,22 nicht als ,,Zweiundzwanzig — Komma —
Zweiundzwanzig® sondern ,,Zweiundzwanzig— Komma — Zwei — Zwei“.

Aufgaben

Neben den Beispielen, die beim ersten Einfihrungsweg gegeben wurden, sind natirlich
ahnliche Aufgaben leicht zu erfinden, sei es als reine Zahlenrechnung, sei es mit
Sachbezug:

- Addiere a) 13,55 + 1,45 b) 3,066 + 1,54 c) 12,5+ 0,125 + 0,0415

- Subtrahiere a) 9,21 -8,1 b)1-0,3 c) 23,73 — 12,064

- Von einem 2m-Brett wird ein Stlck der Lange 1,28m abgeségt. Wie lang ist der
Rest?

- Fir den Pudding wird benutzt: % Liter Milch (= 0,5kg), 0,05 kg Zucker, 0,03 kg
Kakao und 0,015 kg Starke. Wie schwer sind alle Zutaten insgesamt?

Die Multiplikation von Dezimalzahlen

Danach konnten wir zur schriftlichen Multiplikation und Division von Dezimalbriichen
ubergehen, sofern dafiir noch Zeit ware. Es ergébe sich jedenfalls eine sinnvolle Ergdnzung
des bisher Gelernten. Doch kénnen wir es auch getrost der zweiten Epoche tberlassen, wo es
systematisch eingefiihrt wird; dann kann dieser Abschnitt als Einstieg genutzt werden. Falls
dies hier aber noch mdglich ist, beginnen wir mit einfachen Multiplikationen und Divisionen,
die noch ohne ,,Staffel auskommen. Der Stellenname ler, 10er, 10tel, 100tel wird zunachst
noch mitgesprochen; dadurch wird der richtige Ort fir das Komma erkannt. Hier wollen wir
noch ohne Ubertrag im Kommabereich auskommen, ansonsten wird er wie bisher von rechts
nach links vorgenommen. Allenfalls die Sprechweise weicht von der bisherigen Gewohnheit
ab: Hiel3 es bei 120 + 90 ,,2 Zehner plus 9 Zehner sind 11 Zehner oder 1 Zehner und 1
Hunderter, so heiflit es nun bei 0,12 + 0,09 ,,2 Hundertstel plus 9 Hundertstel sind 11
Hundertstel oder 1 Hundertstel und 1 Zehntel”, also sprachlich in scheinbar umgekehrter
Reihenfolge, dennoch wie frither von rechts nach links. Vorbereitend kann man mindlich
solche Aufgaben stellen wie:

Was ist das Doppelte von 1,22 €? Was ist das dreifache von 1,18 €?...
Entsprechend kann man fragen:
Was ist die Hélfte von 4,44 €? Was ist ein Drittel von 6,60 €?...

Dann werden Aufgaben dieser Art an die Tafel geschrieben und wie gewohnt stellenweise
(von rechts nach links) abgearbeitet, zum Beispiel:

2x6,32€ 4x1224¢€... Oder auch 8,64:4; 452:2,...
Ebenso sind einfach Sachaufgaben moglich:
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Das Blumenbeet hat einen Langsrand aus 3 Platten mit jeweils 1,25m Lange. Wie lang ist
das Beet?

Carl stellt 6 Blumentopfe auf die Schubkarre. Jeder wiegt 3,15 kg. Wieviel Gewicht hat
er aufgeladen?

Gewohnliche Briuche, Dezimalbriche, Dezimalzahlen

Die gegenseitige Umwandlung von Bruchschreibweisen ist in der ersten Epoche noch nicht
angebracht. Dennoch sind den Kindern einfache Bruchteile wie ¥ und % auch in ihrer
Dezimaldarstellung aus dem Alltag bekannt. Bei der Einflihrung der Dezimalschreibweise
uber das Geld war eine ganze Reihe weiterer Bruchteile (1/5, 1/20, 1/50) dezimal
beschreibbar mittels des geldufigen Kleingeldes. Bei Erinnerung an einen MaRbezug (Euro,
aber auch Meter) wird dies sofort wieder gegenwartig:

% €=50Ct=0,50 € oder 2m=50cm=0,50m

entsprechend:
Y%4€=25Ct=025¢€ oder Y»m=25cm=0,25m

Mit den dezimalen Bruchteilen haben wir bereits durchgehend gearbeitet:
1/10=1z=0,1 1/100=1h=0,01  usw.

Endnullen kénnen wir zufligen oder weglassen: 0,5=0,50=0,500

und konnten jeweils als Bruch lesen: 5/10 = 50/100 = 500/1000

Somit konnen wir von den gewohnlichen Briichen wenigstens die einfachsten auch
dezimal schreiben:

Y4 =0,25=0,250 %=05=050=0500 ¥%=%+%=0,50+0,25=0,75=0,750
Alle diese Schreibweisen sind einander gleichwertig in nur unterschiedlichen
Darstellungsformen.

Weil die Ziffern hinter dem Komma von fortlaufenden Zehner-Bruchteilen abstammen und
entsprechend auch leicht mit den Nennern Zehntel, Hundertstel usw. klassifizierbar sind, wird
der Name Dezimalbruch verstdndlich. Haben wir vor dem Komma (links davon) weitere
belegte Stellen, erkennen wir darin die ganze Zahl, zu der noch Bruchteile (rechts vom
Komma) angefligt sind. Es ist dann im korrekten Sinne ein unechter Bruch (der grof3er als ein
Ganzes ist), aber immer noch ein Bruch. Fiir die Kinder ist der Begriff ,,Bruch* jedoch stark
an einen Teil des Ganzen und an die Schreibweise mit dem Bruchstrich gebunden. Daher
benennen sie diesen Zahlentyp lieber als Dezimalzahl oder einfach nur Kommazahl. Diese
eher bildhaft empfundenen Begriffe entsprechen durchaus auch dem Alltagsgebrauch. Dem
durfen wir gerne nachgeben, auch wenn hier im Text mathematisch korrekt davon nicht
Gebrauch gemacht wird.

Die gegenseitige Umwandlung von gewdhnlichen Briichen (mit Bruchstrich) und
Dezimalbriichen (mit Komma) ist rein zeitlich in dieser ersten Epoche noch nicht mdglich,
wohl aber die Benennung von Dezimalen als echte Briiche:

0,5=5/10 0,3=3/10 0,04 =4/100.
oder als Summe von Briichen:
0,150 = 1/10 + 5/100

wobei die fiihrende 0 (Null) bei der Darstellung als Bruch nicht genannt wird, ebenso keine
Endnull: Bei 0,150 haben wir keine Einer und keine Tausendstel, sie missen also auch nicht
als Bruch geschrieben werden; Stellen vor dem Komma lesen und schreiben wir bisher:

572,234 (gelesen: Funfhundertzweiundsiebzig — Komma — Zwei — Drei — Vier)
=5-100+7-10+2-1+2-1/10+3-1/100+ 4 - 1/1000.
Ubungen
1. Schreibe die angegebenen Dezimalbriiche als Summe von gewdhnlichen Briichen:
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0,50; 0,45; 0,15; 0,101; 0,2155; 0,90807; 0,01; 0,005
2. Echte Briiche von Mafen kdnnen wir in Dezimalschreibweise umformen: %2 m = 0,5
m. Versuche es selbst mit:

a) Y Liter b) ¥ Meter c) % Kilogramm d) “2cm e) 1/10 Liter
d) 6/200 mm (Dicke eines menschlichen Haares)
e) 35/100 Liter (Inhalt einer kleinen Limonaden-Flasche)

Ruckblick und Vorblick

Die Epoche wird mit einem Ruckblick auf alles neu Eingefiihrte und einem Vorblick auf
die néchste Epoche abgeschlossen. Als groRes Thema kiindigen wir die Multiplikation und
Division von Brichen an, verbinden es aber mit dem erfreulichen Hinweis, dass diese —
merkwirdigerweise — viel einfacher sein wird als die Addition und Subtraktion von Briichen.
Bei den Dezimalbriichen sieht es wiederum umgekehrt aus, da bleiben Addieren und
Subtrahieren einfacher, fir das Multiplizieren und Dividieren werden wir dann vermehrte
Ubungszeit bendtigen. Aber dass sich mit ihnen eine Fille von Alltagsaufgaben I6sen lasst
und man sich dadurch im Leben besser auskennt, wird auch Ansporn sein.

Die zweite Epoche

In der ersten Rechen-Epoche wurden die behandelten Briiche bevorzugt unter dem Aspekt
ihrer GroRe betrachtet. GroRenvorstellungen bildeten die Grundlage fir die Addition und
Subtraktion. Zwar benétigte die Suche des Hauptnenners einen ersten Blick auf die
gegenseitigen Beziehungen von Zahlen, doch waren die Fragen nach Vielfachen oder Teilen
noch streng an Grof3e und Erscheinungsform der Briiche gebunden. Durch geeignetes Kiirzen
und Erweitern wurden die Briiche in vergleichbare Formen (gemeinsame Nenner) gebracht,
ohne die GroRe der Briiche zu verandern.

In der zweiten Epoche achten wir starker auf die gegenseitigen GrofRen-Verhaltnisse.
Malnehmen  (Multiplizieren) und Teilen (Dividieren) wenden wir als aktive
Rechenoperationen*® auf Briiche und ganze Zahlen an; Briiche diirfen sogar selber als
Bearbeiter auftreten, wenn auch zun&chst nur als Multiplikator. Im Riickblick vom Ergebnis
zum Anfangswert sehen wir die Wirkung der vorgenommenen Bearbeitung (Operation): Das
Bild des eigenen Tuns weckt eine erste Empfindung fur das gegenseitige Verhaltnis von
Anfangs- und Endzahl.

Die schriftlichen Verfahren der Grundrechenarten werden wiederholt und griindlich gelbt.
Dabei liegt der Schwerpunkt — wie beim Bruchrechnen — auf Division und Multiplikation, die
nun mit einfachen Aufgaben auf Dezimalzahlen ausgedehnt werden. Die Rechenepoche wird
daher mit miindlichen Ubungen und Kopfrechnen begleitet, bei denen das Einmaleins als
tagliches Handwerkszeug aufgerufen ist.

Fur eine bestimmte Reihenfolge, in der diese beiden Stoffgebiete behandelt werden, gibt es
keine schwerwiegenden Entscheidungsgrunde. Fir den Beginn mit den Dezimalzahlen spricht
allenfalls, dass sie an das Ende der ersten Epoche anschlieen. Der Lehrer kann nach Bedarf
waéhlen; es ist sogar denkbar, dass taglich sich beide Gebiete den Hauptunterricht teilen.

Arbeiten mit Briichen

Die Weiterfuhrung der Bruchrechnung wird getragen durch das Wiedererkennen der
wéhrend der 1. Epoche eingefiihrten Begriffe. Sie sollen nun beim Ldsen der folgenden
Wiederholungsaufgaben erinnert und dann auch frei verfigbar werden. Die Kinder kdnnen
damit ihr VVorgehen sachlich beschreiben und verstehend einordnen. Bei der Addition und

%6 Siehe Band 1 und Band 3 dieser Reihe
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Subtraktion genugt es, wenn wir Aufgaben mit zwei Briichen und gut auffindbarem
Hauptnenner wieder sicher bewaltigen. Den nachsten Schritt bei dieser Rechnungsart behalten
wir der 5.Klasse vor. Dort werden wir auch das notige Ristzeug dazu erwerben.

So kann Freiraum bleiben, um noch einen echt neuen Gesichtspunkt zu erringen. Briiche
beschreiben in der Mathematik nicht nur als GrélRen die Bruchstiicke von Dingen und werden
als solche auch bei der Rechnung behandelt. Sie kdnnen auch selber zum Behandler von
Zahlen werden. Dies kann in der 4. Klasse noch eher spielerisch erfolgen. Aber es wird ein
erstes Gefiihl dafur entstehen, dass in den Briichen noch kiinftige Fahigkeiten schlummern.
Als Vorblick darf der Lehrer das Ziel bereits ins Auge fassen: Jeder Bruch ist (auch) eine
Bearbeitungsvorschrift.

Tipps zur Schreibweise

Vermehrt wird es nun notig, dass die Darstellungsform eines Zahlwertes anzupassen ist, um
den LoOsungsweg gangbar zu machen. Die Rechenregeln dazu sichern nur ab, dass die
Forméanderung fehlerfrei bleibt. So bleibt der Zahlenwert von Briichen bei richtigem Kiirzen
und Erweitern erhalten trotz veranderter Erscheinungsform, doch welche Art der Anderung
wirklich zielfihrend ist, muss vom Schiler vorher selbst entschieden werden. Erste Strategien
dazu wurden bereits in der ersten Epoche benutzt und werden nun weiter entwickelt.

Unabhangig davon bedarf es einer geeigneten Schreibweise in der Klasse, mit der solche
Forméanderungen gezeigt oder geschrieben werden konnen. Die vom Lehrer einmal gewéhlte
Darstellungsweise sollte in sich schliissig sein und mdglichst auch dauerhalft beibehalten
werden. Es lohnt sich auflerdem, dass auf die sorgfaltige Schreibweise mit waagrechten
Bruchstrichen auf gleichbleibender Hohe — an der Tafel wie im Heft — geachtet wird: dies
mindert die Fehlerquellen erheblich!

Beim Kirzen und Erweitern besteht die Mdglichkeit, den geschriebenen Bruch mit der
Kirzungs- bzw. Erweiterungszahl und dem Rechenzeichen (geteilt oder mal) zu ergénzen.
Dann ist der Rechenweg zum neuen (aber gleich grofien) Bruch deutlich erkennbar. Um diese
vom Schiiler absichtliche vorgenommene Anderung kenntlich zu machen, empfiehlt sich dazu
eine andere Farbe. Wenn also ein blauer Filler zu Schreiben benutzt wird, ist dazu ein
Bleistift oder Buntstift geeignet — letzterer natiirlich nicht rot (,,Lehrerfarbe!*), sondern
anders, wohl am besten griin.

Abb. 22: Erweitern und Kiirzen mit Notiz

yA + e - i'2¢ _©0.° £
K b -4 1 | 7 \
Erweitern Kirzen mehrfaches Kiirzen

Beim mehrfachen Kirzen, wie es bei grofien Briichen vorkommen mag, ergeben sich dann
entsprechend mehr Schritte, die nacheinander zu schreiben sind. Wenn entsprechende Routine
erreicht ist, kann man erlauben, dass ohne Notieren der Kiirzungszahl paarweise Z&hler und
Nenner gestrichen und durch die jeweiligen gekirzten Zahlen ersetzt werden. Der Rechenweg
ist dann aber kaum mehr Gberprufbar, weil der benutzte Teiler nicht sichtbar ist.

Abb. 23: Erweitern und Kirzen ohne Notiz
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Wiederholung

Zu Beginn der zweiten Epoche werden wir noch einmal die wesentlichen Schritte auf
unserem Weg zur Bruchrechnung durchgehen, jeweils illustriert durch geeignete
Zahlenbeispiele. Dabei erinnern sich die Kinder an Herkunft und Bedeutung der Bruch-
Schreibweise, die erlernten Rechenfertigkeiten werden wieder aufgefrischt:

1. Wenn ein Ganzes gleichmélig eingeteilt wird, erhalten wir Bruchteile in Form von
Stammbrichen. Der Nenner sagt uns, wie viele Teile wir gemacht haben. Alle Teile sind
zusammen so grol’ wie das Ganze.

So erhalten wir beim Vierteilen (oder Vierteln) eines Ganzen 4 Viertel:
1=Ya+Ya+Ya+Y%

2. Nehmen wir einen Stammbruch mehrfach, so schreiben wir die Anzahl als Zahler.

Wenn wir zum Beispiel dreimal ein Viertel haben, dann sind diese so viel wie ein
Dreiviertel: Y4+ Ya+ Y4 =3 xYa =3

3. Vom Nenner erfahren wir den Namen der Bruchteile. Ein Bruch mit grofRerem Nenner
hat die kleineren Teile, oder: Je groRer der Nenner, desto kleiner die Teile und damit der
Bruch.

Beispiele: 1/16 ist kleiner als 1/12; 2/5 sind kleiner als 2/3

4. Vom Zahler erfahren wir die Anzahl der Bruchteile. Ein Bruch mit gréRerem Zahler
hat mehr Teile, oder: Je groRRer der Z&hler, desto groRRer der Bruch.

Beispiele: 3/5 sind mehr als 2/5; 5/8 ist groRer als 4/8

5. Wenn wir beim Verteilen mehr Portionen machen sollen als Ganze vorhanden sind,
mussen wir Bruchteile machen; es entstehen echte Briiche, die kleiner als ein Ganzes
sind. Wir erkennen sie daran, dass ihr Z&hler kleiner als ihr Nenner ist.

Beispiele: 2 : 3 = 2/3; 3: 7 = 3/7 (An Realbeispielen erlautern)

6. Wenn wir beim Verteilen mehr Ganze haben, als wir Portionen machen sollen,
entstehen unechte Briiche, die groRer als ein Ganzes sind. Wir erkennen sie daran, dass
ihr Zahler groRer als ihr Nenner ist.*’

7:3=7/3

7. Wenn wir einen Bruch erweitern, erhalten wir zwar mehr Stticke, daftr aber kleinere;
der Wert des Bruches bleibt dabei gleich, er andert nur sein Aussehen. Wir nehmen dazu
Z&hler und Nenner mit der gleichen Zahl mal. Dies nennen wir Erweitern.

Beispiel: 3/7 =6/14 =9/21 = 12/28 = ...

8. Wenn Zéhler und Nenner eine gleiche Zahl enthalten, so kdnnen wir beide durch diese
Zahl teilen. Dadurch erhalten wir zwar weniger, dafiir aber grofiere Stiicke; der Wert des
Bruches bleibt dabei gleich, er &ndert nur sein Aussehen. Dies nennen wir Kiirzen.

Beispiel: 64/96 = 32/48 = (= 16/24 = 8/12 = 4/6) = 2/3

*" Die Unterscheidung von echten und unechten Briichen ist — mathematisch gesehen — nicht besonders wichtig
und in der spateren Algebra auch nicht mehr sinnvoll.
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Erweitern und Kirzen verandern Zahl und Art der Teile, nicht aber den Wert eines
Bruches.

9. Vergleichen, zusammenzéhlen und abziehen kénnen wir nur Briiche mit gleichem
Nenner.

Beispiele: 4/9 + 2/9 = 6/9; oder umgekehrt: 6/9 — 2/9 = 4/9;

oder als Vergleich: 6/9 ist groRer als 4/9 bzw. genau um 2/9 sind 6/9 mehr als 4/9;

10. Bei Briichen mit verschiedenen Nennern suchen wir erst den Hauptnenner. Wenn wir
die beiden Einzelnenner jeweils ihre Einmaleins-Zahlenreihe durchlaufen lassen, klingen
die beiden Rhythmen im Hauptnenner (und seiner Reihe) zusammen. Dann erweitern die
Briiche auf diesen gefundenen Hauptnenner. Danach kénnen wir zusammenzéhlen oder
abziehen.

Beispiele:

a) Addition 1/6 +2/9="7

Die 6er-Reihe und die 9er-Reihe klingen zum ersten Mal bei 18 zusammen. Dies ist der
gemeinsame (Haupt-)Nenner, auf den wir erweitern missen.

Erweitern: 1.Bruch: 1:3/6-3=3/18; 2.Bruch: 2:2/9-2=4/18

Zusammenzéhlen: 1/6 + 2/9 = 3/18 + 4/18 = 7/18

b) Subtraktion  8/15-3/10=8-2/152 — 3-3/10-3 = 16/30-9/30 = 7/30

11. Im Rahmen des téglichen Kopfrechnens bilden wir Bruchteile, die sich als ganze
Zahlen ausdriicken lassen. Diese Wiederholung veranschaulicht Briche im rein
ZahlenmaRigen; Teilbarkeit und gegenseitige Zahlen-Beziehungen werden lebendig
gepflegt, dazu wird das Malnehmen mit Briichen vorbereitet: ,,Wie groB ist ein Drittel
von 127

Zahlenreihen nach der Art:
1/3von 6 1/3von 9 1/3 von 12 1/3 von 15 USW.

lassen sich auf alle Einmaleins-Reihen ausdehnen, wodurch diese wieder unter einem
ganz neuen und erfrischenden Ansatz wiederholt werden kénnen.

12. Noch mehr Beweglichkeit verlangt die riickwartige Fragestellung:

,,Welchen Anteil hat die Zwei an der Sechs?* oder: ,,2 ist welcher Bruchteil von 6?° mit
der Antwort: ,,Zwei ist ein Drittel von Sechs*

Auch hier kénnen wieder die Einmaleins-Reihen durchlaufen werden:
7 =7 von 14 7 =7 von 28 7 =7?von 42 7 = ? von 56
Alle wichtigen Arbeitsarten mit Brichen kdnnen eingangs oder an passender Stelle mit
entsprechenden Aufgabentypen wieder aufgegriffen und vertieft werden; sie eignen sich — mit
entsprechend einfachen Zahlen — auch fir das tagliche Kopfrechnen:
Aufgaben-Vorschlage zur Wiederholung und Vertiefung

1. a) Ein Ganzes wurde in 8 gleiche Teile geteilt; wir machen aus jedem Teil durch
halbieren nochmals zwei. Wie viele Teile haben wir nun insgesamt und wie hei3en sie?

b) Wie groR ist die Halfte von einem Viertel?
¢) Von einem Viertel nehmen wir nur seinen vierten Teil. Wie grof ist dieser?

d) Mit einem Liter Saft wurden 9 Becher bis zur gleichen Hohe gefullt. Wie viel von
einem Liter kam in jedem Becher?

2.2)1/5+1/5+1/5=? b)3x18 «¢)5x1/12 d)1/9+1/9+1/9+1/9
3. a) Welches ist das grofite Stiick, welches das kleinste von diesen vier:
1/12;1/36 ; 1/8 ; 1/38

b) Welcher Bruch ist jeweils der kleinere von beiden:
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4/7 oder 4/87?; 8/6 oder 8/8?

¢) Wer ist groler: 1/6 oder 1/8?; 15/30 oder 15/120?

4.a) Welches ist das grofite, welches das kleinste Stiick von diesen vier:
8/12;11/12;1/12; 10/12

b) Welcher Bruch ist jeweils der kleinere von beiden:

7/8 oder 4/8?; 6/9 oder 8/9?

c) Wer ist grofer: 6/10 oder 8/107?; 81/80 oder 79/80?

5. a) Drei Apfel sollen an 4 Kinder verteilt werden. Wie viel bekommt jedes?

b) Die Oma sagt zu ihren 3 Enkeln: ,,Ich habe leider nur noch zwei Nusskridnzchen fiir
Euch tibrig. Konnt ihr sie richtig aufteilen?*

c) Aus dem groRen Topf werden 3 Liter Tee zu gleichen Teilen in 5 kleinere Kannen
gefillt. Wie viele Liter befinden sich in jeder?

6. a) Verteile 5 Ganze auf 4 Portionen.
b) Teile 9 in 5 gleiche Portionen auf.
c) 20 verteilt an 8

7. a) Erweitere 4/9 mit 5 b) Erweitere % zu ?/24 c) 7/9 = 21/? d) Wie viel
DreiRigstel sind drei Zehntel?

8. a) Kirze 35/56 durch 7 b) Wie viel Achtel sind 24/72?
c) Kirze 96/144 soweit wie moglich  d) Vereinfache 54/81
9.2)3/8+2/8 b)7/12-5/12 c¢)25/32-14/32 d)5/36 +11/36
10.a) 2 +Y=? Db)1/6+1/12 c¢)1/4+5/12 d)3/8+3/16
e)%-Ya f)7/12-Y @)5/8—-3/16 h)5/10-2/5
i) Wer ist groRer: 2/3 oder 3/5? (Erweitere beide zu Flnfzehntel und vergleiche dann!)
11 a) Yavon 8 Yavon 12 Y4 von 16 Yavon 20 ...
b) 1/5von 10  1/5von20 1/5von30 1/5von 40 ...
c)1/8von80  1/8von 120 1/8von 160 1/8von 200 ...
12 a) 3 ist welcher Teil von 12? Ldsung: 3 ist ¥ von 12

5 ist welcher Teil von 10? 3 ist welcher Teil von 15?
6 ist welcher Teil von 18? 4 ist welcher Teil von 32?
12 b) 12 = ? von 24 8 = ? von 32 5=?von20 3 =7?von2l
9 = ? von 36 7 =7 von 21 11 = ?von 55 12 = ? von 60
12 ¢) = ?von 8 = ? von 12 4 =7?von 16 4 =7 von 20
9 =72 von 18 9 = ? von 27 9=7?von 36 9 = ? von 45
12 d) 12 = ? von 36 15 = ? von 30 2=?von24 7 =7?von 35
15 = ? von 60 2 = 7?7 von 32 11 = ? von 99 12=7von 144
9 =7?von 72 7 = 7? von 49 6 = ? von 72 5=7?von 100

Gemischte Zahlen

Wenn in der Klasse die Ergebnisse von Bruchrechnungen verglichen werden, kénnen die

Schiler immer wieder davon Uberrascht werden, dass diese voneinander abweichen und trotz
Verschiedenheit vom Lehrer als richtig anerkannt werden. Vielleicht erinnern sich einige
Schuler daran, dass in der 1. Klasse auch schon verschiedene Ergebnisse moglich waren, ohne
deswegen zwingend falsch zu sein. Damals war es die Frage nach mdglichen Gliederungen
einer Zahl, also nach mdglichen Summanden einer vorgegebenen Summe. Doch auf dem
umgekehrten Weg von den Summanden zur Summe war das Ergebnis stets eindeutig. Das
scheint bei einer einfachen Summe von Briichen nicht notwendig zu sein:
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Yo+ 1/3+ Y+ 1/6 = 6/12 + 4/12 + 3/12 + 2/12 = 15/12

Einige Schiiler werden entdecken, dass Z&hler und Nenner den Teiler 3 gemeinsam haben und
somit kirzbar sind auf:

15/12 = 5/4.

Damit Ergebnisse leichter vergleichbar werden, einigen wir uns darauf, dass wir es immer
soweit wie moglich kirzen.

Alltagsgebrauch

Wenn man nun wissen will, wie grof} denn das Ergebnis 5/4 eigentlich ist, kann zunéchst
»uber eins*“ oder ,,mehr als eins“ genannt werden bis hin zur Prézisierung ,,ein Viertel mehr
als eins“ oder ,,ein Ganzes und ein Viertel“. Damit haben wir schon 3 Ergebnisdarstellungen,
die gleichwertig sind:
15/12 = 5/4 = 1Y

Diese Kombination von Ganzen und (echten) Bruchteilen ist vielen Kindern mit einfachen
Beispielen aus dem Alltag bekannt, etlichen auch mit der Ublichen Schreibweise 1Y%
vergleichbar bekannt kénnten noch andere GroRen wie 1% und 2% sein. Wir kdnnen diese
beiden Zahlen in ,richtige” Briiche umwandeln lassen und erfahren 12 = 3/2 und 2, =
5/2. Nach dem Darstellungsart befragt werden die Kinder von selbst auf Formulierungen wie
,Mischung® oder ,,Kombination“ von ganzer Zahl und Bruch kommen, die wir dann mit dem
Begriff gemischte Zahl prézisieren. Dass damit die GroRe der Zahl besser erfassbar ist,
werden sie als Vorteil dieser Schreibweise gerne annehmen.

Mit einigen Beispielen:
714 11/2; 715 11/3
lassen wir die Kinder den Rechenweg selbst finden bis hin zur Beschreibung:
Wir nehmen alle Ganzen heraus, bis nur noch ein echter Bruch tbrig bleibt.

Bei 11/3 konnten zundchst mehrere Maglichkeiten denkbar sein: 11/3 =1 + 8/3 oder 2 +
5/3; aber erst bei 11/3 = 3 + 2/3 werden wir die wirklich zufriedenstellende Form erreicht
haben. Obwohl alle anderen Schreibweisen auch richtig sind und aufgrund der ,,Mischung™
von Ganzen und Bruch den Anspruch auf den Namen ,,gemischte Zahl*“ erheben konnen,
einigen wir uns auf die

Regel:
Unechte Briiche kdnnen wir in gemischte Zahlen verwandeln, indem wir die enthaltenen
Ganzen herausziehen und getrennt ausweisen.

Eine gemischte Zahl ist eine Summe, bestehend aus Ganzen und einem echten Bruch.

In unserem Beispiel
11

3 = 3+ g = 32/3
schreiben wir das Ergebnis 3?5 ausdriicklich mit schragem Bruchstrich wie im FlieRtext, um
darauf hinzuweisen, dass es sich um eine Summe handelt.*®
Rechnen mit gemischten Zahlen

Generell werden wir die Kinder dazu anhalten, Rechnungen mit gemischten Zahlen zu
vermeiden, indem wir sie durch unechte Briiche (geschrieben mit waagrechtem Bruchstrich)
ersetzen. So umgehen wir unnétige Komplikationen beim Rechnen.

Dennoch koénnen wir bei besonderem Interesse oder auf Rickfragen anhand einfacher
Zahlen das Prinzip aufzeigen, mit dem Addition und Subtraktion durchgefiihrt werden. Wir

*® Der schriige Bruchstrich soll auf die Bedeutung ,,gemischte Zahl“ und das nicht geschriebene Rechenzeichen
»plus* hinweisen. Dies soll Verwechslungen vorbeugen, weil in der Mathematik ein fehlendes Rechenzeichen
normalerweise eine Multiplikation bedeutet.
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bearbeiten die ganzen Anteile getrennt von den Bruchanteilen, letztere missen notfalls
gleichnamig gemacht werden:
Bei 2 ¥4 + 1 % addieren wir erst die Ganzen: 2 + 1 = 3 und dann die Briiche: Y4 + % = %
und fligen danach beide zum Ergebnis 3% zusammen, die Rechenzeile dazu heil3t:
2Ya+1Y% =2+1 + Y+% = 3+% = 3%
Genauso ist die Subtraktion getrennt nach Ganzen und Bruchteilen mdglich, wobei der
Wechsel der Rechenzeichen innerhalb der durchgehenden Rechenzeile irritieren kann:
6°/s—2'; =7 Erstdie Ganzen: 6 —2 = 4; dann die Briiche: °/s—%s = %= %
mit den Ergebnis 4 ¥ oder als komplette Rechenzeile:
6% -2 =6-2 +°-2ls = 4% = 4%
In einer algebraisch korrekten Darstellung mussten Klammern gesetzt werden, um die
Verbindungen von ganzer Zahl und Bruchanteil zu schiitzen in der Form:
6+%6)—@2+Y3) =6+ —2— 13 =6 -2+ °lg—%g =435 = 4%
Damit wiirde sichtbar gemacht, dass in diesem Beispiel 2 und /3 zu subtrahieren sind. Weil
der Erklarungsbedarf die Mdglichkeiten einer 4. Klasse erschopft, werden wir die Kinder
damit auch nicht unnétig belasten. In gesteigertem MaRe trifft dies auf die Multiplikation und
Division zu —der Vollstandigkeit halber wird dies dennoch im néachsten Abschnitt ergénzt.

Der fir die 4. Klasse sichere Rechenweg wird aber fir uns immer (ber die Umwandlung zu

unechten Bruchen fuhren:

2Ya+1% =9/4+3/2 = 9/4+6/4 = 15/4 = 3% oder

6°%—2"; = 41/6 —7/3 = 41/6 —14/6 = 27/6 = 9/2 = 4%

Ergebnisse mit gemischten Zahlen

Die gute Uberschaubarkeit der gemischten Zahlen und ihre beliebte Verwendung im Alltag
sind die wesentlichen Grunde, warum sie Uberhaupt besprochen werden. Auf das Rechnen mit
ihnen kdnnen wir verzichten. Aber wir setzten sie gerne ein, um das Endergebnis in die
bestmdgliche alltagstaugliche Form zu bringen:

Ist das Endergebnis einer Rechnung ein Bruch, so kiirzen wir diesen immer soweit wie
maoglich. Die Grol3e eines unechten Bruchs erfahren wir am besten, indem wir die Ganzen
herausziehen und das Ergebnis als gemischte Zahl schreiben.

Beispiele: 7/12 —1/36 = 7x3/12x3 — 1/36 = 21/36 —1/36 = 20/36 = 5/9
1'/g+11/24 = 15/8 + 11/24 = 45/24 + 11/24 = 56/24 = 7/3 = 2%,
oder: 56/24 =2°%,=2"
Division mit Rest
Bei den Grundrechenarten mit naturlichen Zahlen fiel die Division als die schwierigste auf,
vor allem wenn sie schriftlich durchzufiihren war — sofern dies in Klasse 3 uUberhaupt noch
eingefuhrt werden konnte. Divisionsaufgaben mussten auch noch so vorbereitet sein, dass sie
beim Rechnen glatt aufgingen. Andernfalls blieb ein Rest Ubrig, der nicht verteilt werden
konnte.

Die Aufgabe 18 : 4 ergab beim Dividieren 4 mit einem noch nicht aufgeteilten Rest 2. Bei
der meist tblichen Schreibweise

18:4 =4 Rest2
ist das Gleichheitszeichen mathematisch nicht korrekt und auch das Ergebnis nicht eindeutig.
Es gibt eine Fllle von Divisionsaufgaben, bei denen das Ergebnis ebenso geschrieben wiirde,
ohne deswegen gleich grol} zu sein:

26:6 =4 Rest2 oder auch 30 : 7 = 4 Rest 2
Die gemischten Zahlen ermdglichen nun eine zuverlassige und eindeutige Ergebnisdarstellung
bei Divisionen mit Rest, indem letzterer als echter Bruch geschrieben wird. Dem seit der 3.
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Klasse verstarkt auftretende Streben nach absoluter Gerechtigkeit kann nun voll entsprochen
werden: Jede beliebige Anzahl ist restlos und gerecht aufteilbar und sogar mathematisch
korrekt darstellbar, indem der noch zu verteilende Rest (hier: 2) mit dem jeweiligen Teiler als
Nenner versehen und als Bruch dazu gefligt wird:

18:4 =4%, =4 Y%

26:6 =4%s =4

30:7 =42%;
Doch auch hier kénnen wir auf eine ausfuhrliche Darstellung verzichten, indem wir auf
unechte Briiche ausweichen und dann die Ganzen herausziehen.

18:4 =18/4 = 4%, =4%

26:6 =26/6 = 4% =41

30:7 = 30/7= 4%
An der eigentlichen Rechnung andert sich natdrlich nichts, weil dieses Herausziehen die
Division nur verlagert auf die Fragestellung ,,wie oft sind 4/4 in 18/4 enthalten?* und dann
doch wieder 18 durch 4 zu teilen sind.

Wenn das Teilen nicht aufgeht, konnen wir nun auch den Rest gerecht verteilen als
Bruch. Das Gesamtergebnis kann als gemischte Zahlen geschrieben werden.

Aufgaben
1) Ziehe die Ganzen heraus (Verwandle in gemischte Zahlen):
a) 5/4 b) 9/5 c) 12/4 d) 17/8 e) 20/3 f) 55/22

2) Teile restlos auf (Ergebnis als gemischte Zahl)
a)l7:4=? Db)15:2 <¢)20:6 d)100:48 ¢e)57/38 ) 91/42

Multiplizieren und Dividieren von Brichen

Gut vertraut ist im Grunde seit Beginn des Bruchrechnens das Malnehmen von
Stammbriichen mit ganzen Zahlen. Dieses Vorgehen fuhrte uns ja erst zum Begriff des
Zahlers und damit zu den gewdhnlichen Briichen. Obwohl bei der Wiederholung bereits daran
erinnert wurde, lohnt es sich, das Malnehmen von Briichen damit vorzubereiten.

Multiplizieren von Stammbrichen

Ein sinnvolles Bild vergegenwirtigt uns nochmals die Aufgabenstellung: ,,6 mal "4 “ heif3t
,0 mal je ein Viertelstiick (z.B. Apfelschnitz) nebeneinander — wie viel ist das?* Der neue
Z&hler muss nun einfach alle Stiicke abzahlen, also:

6-Va="YatYa+Ya+Ya+Ya+Ys = 6/4
Am Schluss wird durch Kirzen oder Herausziehen von Ganzen das Ergebnis so vereinfacht,
dass seine tatsachliche GroRe leicht Giberschaut werden kann:
6-%=6/4=124=1% oder =6/4=32=1%
Ubungen
1. Mit ganzzahligem Ergebnis:
a)4x¥% b)12x1/3 ¢)9x1/3 d) 12 x ¥4 e)20x1/5 f)12x1/6
2. Mit echten Briichen als Ergebnis, kirzbar
a)2xY b)3x1/6 c)6x1/8 d)9x1/12 e)4x1/8 f) 5 x 1/15
3. Mit unechten Briichen als Ergebnis (Ganze herausziehen)
a)3x¥% b)5xY c)11x1/8 d)4x1/3 e)10x1/3 f)8x1/5
4. Beim Ergebnis Ganze herausziehen und kirzen
a) 10 x ¥4b) 8 x 1/6 c)10x1/8 d)15x1/12 e)9x1/6 f) 12 x 1/8
5. Vermischte Aufgabentypen
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aQ)5x1/6b)3x1/5 ¢)4x1/6  d)18x1/8 e)9x1/6  f)12x1/15
Multiplizieren von gewohnlichen Briichen

Bei den Stammbriichen gab der Multiplikator noch direkt die Anzahl der Teile vor und
blieb im Z&hler des Ergebnisses sichtbar. Anders wird es erst, wenn der malzunehmende
Bruch einen von 1 verschiedenen Zahler hat:

Auf unserer Festtafel sind die Kuchen in schmale Sechzehntel-Stiicke aufgeschnitten. Nach
dem Fest geben wir unseren Besuchern davon mit. Wir stellen jeweils 3 Stlicke auf einen
Pappteller zusammen. Wie viel Kuchen befindet sich insgesamt auf vier Tellern?

Zunachst wird man die Losung moglichst anschaulich suchen, indem man die Sechzehntel-
Stiicke als Portionsgrofle (d.h. als zdhlbare ,,Einheit”) auffasst und diese entsprechend
mehrfach nimmt:
1 Teller tragt 3 Stucke; 4 Teller tragen 4 x 3 Stlicke, also 12 Stlicke; mit dem Namen
Sechzehntel ist wiederum der Bezug zum urspringlichen Ganzen mdglich: Es sind
insgesamt 12/16 vom ganzen Kuchen.
Sobald wir auf den bildhaften Zwischenschritt mit den abz&hlbaren (Teil-) Stiicken
verzichten, bleibt der durchgehende Bezug zum Ganzen erhalten und wir erreichen den
Ubergang zum echten Bruchrechnen. Die Losung der obigen Aufgabe wiirde dann so
formuliert:
Auf einem Teller liegen jeweils 3/16 des (ganzen) Kuchens.
Auf 4 Tellern liegen dann 4 x 3/16 = 12/16 des (ganzen) Kuchens.
Die Multiplikation des Zahlers machen wir durch einen Zwischenschritt sichtbar
4x 35 = 3 = /15 =% (nach Kiirzen durch 4)
und erkennen die
Multiplikationsregel:

Beim Malnehmen eines Bruches mit einer ganzen Zahl mussen wir nur dessen Zahler
malnehmen.*
Natdrlich kénnen wir auch auf eine solche stark an die &ulRere Anschauung fixierte Herleitung
verzichten, indem wir uns daran erinnern, welchen Auftrag der Zahler hat: Er z&hlt die
vorhandenen Bruchstiicke. Bei 3/16 sind dies 3 Stiick der Sorte ,,Sechszehntel“ und wir
wollen nun 4-mal so viel, also 3x4 = 12 von der Sorte ,,Sechszehntel*“: 4x3/16 = 12/16.

Ubungen
1. Das Ergebnis ist nicht kiirzbar (Multiplikator und Z&hler sind beide teilerfremd zum
Nenner):
a) 2 x 2/5b) 3 x 2/7 c)2x2/9 d)2x4/25 e)3x5/16
2. Das Ergebnis ist kiirzbar
a)3x2/9b)2x5/12 ¢)4x3/16 d)5x2/25 e)3x4/15
3. Das Ergebnis enthalt Ganze (mit oder ohne Kiirzen)
a) 3 x 5/12 b) 4 x 2/5 c) 6 x2/3 d)5x3/10 d)5x3/12
Der Lehrer sollte damit rechnen (und sich auch darlber freuen), dass findige Schiler bei der

Aufgabe 5 x 3/12 darauf kommen, bereits vor dem Rechnen aus den drei Zwolfteln das
bequemer zu behandelnde eine Viertel zu machen:
5x3/12 =5%xY =5/4 = 1Y
4. Jana weil3, dass sie fiir die gleiche Strecke zu Ful? dreimal l1&nger braucht, als wenn sie
diese mit dem Fahrrad fahrt. Flr eine Fahrt mit dem Fahrrad zu ihren Groleltern braucht
sie eine dreiviertel Stunde. Wie lange bréuchte sie daftir zu Ful?

*® Eine gereimte Version konnte heien: “Bruch mal ganze Zahl — du nimmst nur den Zzhler mal!*

57



5. In die Kkleine GielRkanne fir das Blumenbrett passen 3/8 Liter hinein. Robin gief3t alle
Zimmerblumen im ganzen Haus und muss dazu die Kanne sechsmal fillen. Wie viel
Liter Wasser hat er zum Giel3en gebraucht?

Multiplizieren von gemischten Zahlen

Die gemischten Zahlen hatten wir eingefuhrt unter dem Gesichtspunkt, dass damit
Ergebnisse beim Bruchrechnen leichter in ihrer GroRe erfassbar sind. Bereits bei Addition und
Subtraktion wurde darauf hingewiesen, dass wir das Rechnen mit ihnen moglichst umgehen.
Will man dennoch mit ihnen Multiplikationen durchfuhren, dann ist das allenfalls mindlich
im Rahmen des Kopfrechnens mdoglich, sofern die gewéhlten Beispiele noch an den
Alltagsgebrauch anschliel3en. Schriftlich ist der Rechengang ohne Klammerschreibweise nicht
mehr darstellbar. Dieses VVorgehen kdnnen wir getrost der Algebra tberlassen, die uns in
Klasse 7 die dazu nétigen Methoden und Schreibweisen bereit stellt.

Eine gemischte Zahl ist eine Summe aus ganzer Zahl und echtem Bruch. Wenn eine
Summe komplett multipliziert werden soll, so muss diese durch eine Klammer geschitzt
werden; anderenfalls wirkt die Multiplikation nur auf denjenigen Summanden, der
unmittelbar neben dem Malzeichen steht. Auf Alltagsbeispiele lasst sich dieser mathematisch
diffizile Sonderfall mit geschickter Sprechweise noch ohne ausfiihrliche Begriindung
anwenden:

2x1% =3
wird gesprochen als: ,,zweimal cineinhalb™ gibt drei” oder noch besser: ,,ein(und)einhalb
werden zweimal genommen und wir erhalten 3. Der Multiplikand wird also von 1 und %
gemeinsam gebildet; das betonte ,,und* soll den (absolut uniiblichen) Vorrang der Summe von
1 + Y% gegeniiber dem Malnehmen sicherstellen>'. Die korrekte Schreibweise dafiir heilt ab
Klasse 7:

2x(1+%) =2%x1 +2%x% =2+1=3
Der malgenommene Bruchanteil bewirkt haufig einen Ubertrag auf die ganzen Anteile:

5x3% = 5x3 + 5x Y = 15 + 5/4 = 15+ 1Y, = 16Y

Wenn man also auf diese Besonderheit Uberhaupt eingehen will (was nicht nétig ist),
beschrankt man sich auf gut vertraute Zahlen, fiir welche die Kinder sichere
GroRenvorstellungen haben. Dann kénnen sie aus einem gesunden Abwagen auf das Ergebnis
schlieBen und entwickeln eine Empfindung fir diesen Vorgang. Das gentgt vollkommen,
weil wir beim Bruchrechnen die gemischten Zahlen durch unechte Briliche ersetzen; beim
Sachrechnen werden wir an ihrer Stelle die Dezimalschreibweise benutzen.

Mdogliche Beispiele sind gemischte Zahlen mit %2 oder anderen einfachen Stammbriichen;
schon das % im letzten Beispiel birgt beim Malnehmen schwer uiberschaubare Ubertrage und
damit eine Erschwernis in sich:

2x2%  2%x5% 4x3% 5x1% 4x1Y% 3 X2 2% 1%

Multiplizieren mit Brichen

Fur die Multiplikation mit Brichen kénnte das Kommutativgesetz (Vertauschungsgesetz)
der Multiplikation auf Bruchzahlen (bertragen werden. Dies ist zundchst nicht
selbstverstandlich und konnte auch nur aus solchen Féllen hergeleitet werden, in denen die

* Fiir , eineinhalb* ist umgangssprachlich auch das Wort ,,anderthalb* iiblich.

*! Durch geeignete Schilderung (dass sich hier das Malnehmen auf beide Anteile auswirkt) soll der Vorrang der
Multiplikation bei gemischten Rechenarten (,,Punkt vor Strich®) unbestritten bleiben. Wir werden daher auch
die Schreibweise: 2 x 1 + % in obigem Zusammenhang tunlichst vermeiden, sie aber als Gegenbeispiel gegen
nachléssige Sprech- und Schreibweise im Hintergrund haben: 2 x 1 +% = 2 + % =2 % und sie deutlich
unterscheiden von dem hier gemeinten: 2 x 1% = 3
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Anwendung sinnvoll erscheint. Aber aus der Konstanz des Produktes trotz getauschter
Faktoren wére dann zu folgern, dass es egal ist, ob der Multiplikator (bei uns als 1.Zahl links
geschrieben) oder der Multiplikand ein Bruch ist.
Aus der Vertauschbarkeit von 2 x 3 = 3 x 2 = 6 wirde man also schlielen, dass die
Vertauschung %2 x 3 = 3 x % ebenfalls ohne Einfluss auf das Ergebnis (3/2 oder 1 %%) ist.
Maoglicherweise ist fir die Kinder diese Vertauschbarkeit befremdlich, weil der
Multiplikator eine Téatigkeit reprasentiert und der Multiplikand eine GroRe oder gar Sache.
Wenn man den realen Inhalt der beiden Aussagen ,,%> X 3* und ,,3 x '4* anschaut, fallen die
beiden unterschiedlichen Ansétze deutlich auf:
Bei %2 x 3 soll man die Halfte nehmen von 3 Ganzen
(wobei viele Kinder direkt auf 1 %2 schlieRen werden);
bei 3 x %2 soll man 3 Stiicke der GroRe ¥ zu einem Ergebnis zusammen fassen
(wobei Kinder in der Regel mit 3/2 antworten werden).
Am Anfang steht also die Unterschiedlichkeit®® der beiden Ansatze. Danach kann beim
Vergleich von Aufgaben mit getauschten Faktoren die Gleichheit des Produktes (als
Kommutativgesetz fiir Briiche) entdeckt werden — jedenfalls bei reinen Zahlen ohne Mal-
oder Sachbezug. Einige sinnfallige Beispielen zeigen aber auch, dass der Tausch der beiden
Faktoren nicht immer realitatsnah ist. Die Aufgabe
,,72 X 7 Nisse bedeutet zunéchst: ,,nimm die Halfte von 7 Niissen®.

Die Halbierung von 7 Nussen zu 3 ¥ Nussen wird bereits moglich, wenn nur eine einzige
geknackt werden muss, wéhrend
»7 x Y Nisse“ bedeuten wiirde, dass alle 7 Niisse erst geknackt werden, und
anschlieRend tragt jede halbierte Nuss ihren Anteil zu 7/2 Nusse bei.
Das gewahlte Beispiel macht die Unterschiedlichkeit im realen Leben deutlich, vor allem fur
die Empfindung der Kinder: Die erste Version ist fir den Verteiler bequemer und die 3 %
Nisse als Ergebnis sind weitgehend besser haltbar; dagegen ist die zweite Version vor allem
bei unterschiedlichen Nussen die gerechtere und dazu fir den Empfanger bequemer, weil zum
sofortigen Verzehr geeignet!

Die eben geschilderten unterschiedlichen Sichtweisen legen also eine gesonderte
Einfiihrung des Malnehmens mit einem Bruch nahe. Doch auch mathematisch gesehen flhrt
uns die Multiplikation mit einem Bruch dariiber hinaus auch zu neuen Begriffen: Wir lernen
Briiche als Bearbeiter (Operatoren) von Zahlen kennen. Daher lohnt es sich also auf jeden
Fall, die beiden Interpretationen der Multiplikation gesondert einzufthren.

Vorstufe der Multiplikation: Welcher Teil des Ganzen?

Schon vor der Einfiihrung der Briiche kennen die Schiler Begriffe, mit denen Teile eines
Ganzen beschrieben werden. Mindestens Formulierungen wie: Die Halfte von 12 ist 6, sind
vor der 4. Klasse vertraute Aufgabenstellungen, weil das Teilen durch 2 auch im alltaglichen
Sprechen als halbieren bekannt ist. In der ersten Mathematik-Epoche der 4. Klasse dehnten
wir diese Sprechweise aus auf das ,,Vierteln* mit Aufgaben der Art:

Wie groB ist der vierte Teil von 12? Oder: Wie grol} ist ein Viertel von 12?
Dieser Sprachgebrauch kann auf alle Bruchteile ausgedehnt werden:

Nimm ein Sechstel von 48! 1/6 von 48 ist 7.

Die Beziehung ,,Teil von*

Beim Ubergang zur schriftlichen Darstellung vollzieht sich ein gewichtiger Schritt, der
Aufmerksamkeit verdient:

2 Weitere Ausfiihrungen dazu siehe Abschnitt ,,Division durch Briiche* in K1.5
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Die Aussage ,.ein Viertel von 12 (geschrieben als: ,,1/4 v. 12°) bedeutet, dass auf die
vorgegebene 12 (als passiver Multiplikand) die Tdtigkeit ,, Viertel bilden * einwirkt.
Fur diesen Vorgang werden die Kinder gewohnheitsméal3ig die alte Sprechweise den vierten
Teil nehmen oder an vier verteilen bevorzugen und daher den VVorgang als Division auffassen.
Und genau damit begriinden wir, dass bei der Aktion ,,1/4 von* dem Nenner die Rolle eines
Aufteilers oder Divisors zukommt. Dennoch benutzen wir gezielt die neue Formulierung und
dehnen sie auf Vielfache aus:
Mehrere Kinder bekommen mehrere Anteile: Finf Geschwister, 2 Madchen und 3
Buben, bekommen von ihrer Oma 30 Mark. Wie viel bekommen die Mé&dchen, wie viel
die Buben?

Wir kénnen rechnen lassen:
1/5 von 30 ist 6; 2/5 von 30 sind dann doppelt so grol3, also 12 fir die beiden Médchen;
3/5 von 30 sind dreimal so groB, also 18 fir die beiden Buben.

Mit dieser Weiterfihrung ergibt sich also die Rolle des Z&hlers als Multiplikator von alleine
und wir kdnnen damit fiirs Kopfrechnen ganze Reihen durchlaufen:

Yav.12ist 3 2/4 von 12 sind dann 2-mal mehr, also 6
Damit konnen wir die gesamte Multiplikationsreine der Teile bis zum Ganzen
zuriickverfolgen:

Yav.12 ist 3 2/4v.12 sind 6 % v.12 sind 9 4/4v.12 sind 12
Fir eine solche Aufgabenstellung sind alle Zahlen aus den Einmaleins-Reihen geeignet.
Durch die Frage wird das Produkt — etwa 7 - 9 = 63 — riuckwarts aufgeteilt und danach die
zugehorige Reihe durchlaufen:

1/7v.63 ist9; 2/7v.63sind 18 ...

Das sind die Sechstel von 30: 1/6 v. 30 ist 5; 2/6 v. 30 sind 10; ...

Die Achtel von 32 sind nacheinander: 1/8 v. 32 ist 4; 2/8 v. 32 sind 8 ...
Im Rahmen des tdglichen Kopfrechnens wiederholen wir den Umgang mit solchen
Fragestellungen und befestigen ihn durch Aufgaben-Reihen anhand der eingangs angebotenen
Wiederholungsaufgaben. Diese Aufgabenarten eignen sich (berhaupt gut dafur, den
Zahlenraum mit Rhythmen zu strukturieren und zu ordnen; sie unterstiitzen die Kinder auf
dem Weg zu wiedererkennbaren Zahlenbeziehungen und -ordnungen.

Wenn man Briche wie eben eingefiihrt als Bearbeiter auffasst, gewohnen sich die Kinder
an die multiplizierende Rolle des Zéhlers und die dividierende des Nenners, vor allem, wenn
sie die Rollen der Bearbeiter selbst tbernehmen dirfen. Geschickte Kinder (oder
Schilergruppen) kénnen jeweils eine solche Tatigkeit (= Operation) bernehmen und damit
Zahlen bearbeiten. Bei der Aufgabe ,,% v.20“ geht die 20 zum ,,Viertler, dieser sagt ,,% v.20
ist 5 und schickt die 5 an den ,,Verdreifacher, der aus dem einem Viertel die nétigen drei
produziert mit der Antwort ,,% v.20 sind 15493,

Weitere Ubungen konnen auch daraus bestehen, dass immer nach einem gleichbleibenden
Anteil gefragt wird, wahrend das zu behandelnde Ganze sich verandert, also eine geeignete
Reihe durchlauft:

% von 20 sind 15; Y2von40sind ?; ¥ von 60 sind ?..;

%% Mit etwas Pfiff lasst sich solch ein Rollen-Spiel auch bithnenwirksam einrichten. Die zu behandelnden Zahlen
kénnen durch die Kinderzahl einer Gruppe dargestellt werden. Die Gruppe geht in das ,mal zwei“-Haus
(Kulisse oder verdeckende Kinderschar mit Plakat) und kommen als doppelt so grole Gruppe wieder zum
Vorschein oder ein Raubritter nimmt sich Wegezoll und ldsst nur den ,dritten Teil“ durch. Die Zahlen kénnen
auch als Gegensténde (Sacke auf dem Riicken, Punkte auf einem Schild, usw.) verbildlicht werden, durch die
»geteilt durch 2“-Mihle geschickt werden, 0.8. — je Uberraschender die Verbildlichung und die
Zahlenverwandlung erfolgt, desto wirksamer!
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Besonders bildhaft wird dieses Vorgehen, wenn die gewdhlte Zahl sogar ein wirkliches
Ganzes darstellt. Daflr eignen sich alle nicht-dezimalen Einheiten, wie sie friher in
verschiedenen Lebensbereichen haufig benutzt wurden. Die Zahl 12 war aufgrund ihrer guten
Teilbarkeit deutlich bevorzugt. So ist das Dutzend (= 12) noch heute eine geldufige GroRe;
die Kleinpackung Eier enthélt 2 Dutzend, also 6 Stick. Auf dem Markt wurden Eier in
Dutzend oder gleich in Schock verkauft. Das Schock waren 5 Dutzend, also 60 Stick.
Handelstbliche Packungen von Kleinteilen wie Reilzwecken oder Stecknadeln enthielten ein
GroR, das waren 12 Dutzend, also 144 Stiick®*. Die Zwélfteilung der Uhr bietet eine sichtbare
Bruchteilung an und die Stunde mit ihren 60 Minuten stellt ein bestens vertrautes Bild dar;
das Zeitmal 24 Stunden flr den vollen Tag ist dazu eine gute Ergédnzung.

Eine besondere Herausforderung stellt die Frage nach dem Bruch dar, welcher den Anteil
am Ganzen benennen kann. Daftr ist ein geschérfter Blick fur die multiplikativen Bausteine
einer Zahl nétig, was nur mit sicher gelernten und daher frei verflgbaren Einmaleins-Reihen
maoglich ist. Der Einstieg wird erleichtert, wenn man zun&chst Zahlenpaare bevorzugt, die
einen Primfaktor gemeinsam haben:

10=2x5; 15=3x5;
Bei der Frage: ,,10 = ? von 15 miissen die Kinder zunédchst bemerken, dass die beiden
Zahlen der 5er-Reihe angehoren. Dann fiihrt die Idee ,,5 ist 1/3 von 15; 10 ist davon das
Doppelte, also 2/3* auf die Losung: 10 = 2/3 von 15. Dabei kann man auch auf die bereits
mehrfach verwendeten Zahlenrhythmen zuriickgreifen: Die 5er-Reihe ist gibt den
Zusammenklang-Rhythmus der beiden genannten Zahlen an; 10 ist der zweite Schritt darin
und 15 der dritte.

Mit diesen Aufgaben hat man bereits Zahlenverhaltnisse im Blick und vermutlich auch die
Leistungsgrenzen der Schiler erreicht. Ein systematisches VVorgehen ist hier nicht ntig, durch
Probieren oder auch Raten durfen die Schuler die Lésungen eher gefiihlsmaRig entdecken im
Sinne eines Zahlenturnens. Entsprechend begabte Schiler oder geschickte Rechner kdnnen
mit dieser Aufgabenform aber interessante Sonderaufgaben in allen Schwierigkeitsgraden
bekommen.

Auch eignen sich solche Fragen nach Bruch-Anteilen zu wiederholenden Ubungen auch
noch im Kopfrechnen der Folgeklassen, um die vielfaltigen Beziehungen zwischen den
Zahlen wieder ins Bewusstsein der Schiler zu holen. Fur die kinftige Dreisatz- und
Prozentrechnung wird damit ein fruchtbarer Boden bereitet.>

Multiplikation mit einem Bruch

Schon bei den einfachen Aufgaben der Art ,,1/2 von 12* und ,, % von 60* oder ,,4/7 von
35 haben wir bereits Multiplikationen mit Briichen durchgefiihrt. Zur Legitimation des
Malpunktes fir diesen Vorgang mag folgende Aufgabe ein mogliches Bild sein:

Tobias und sein Vater wollen einen Nusskuchen backen. Im Rezept steht, dass dazu 100
Gramm Nuisse gebraucht werden. Tobias l6ffelt die Nisse mit dem Essloffel in die
Waagschale und passt dabei genau auf. Merkwirdig: Er kann den Loffel aufhdufen, wie

> Schock und GroR sind heute keine gangigen GroRen mehr, noch weniger Mandel (=15). Wenn im Rahmen
der Handwerker-Epoche und des Sachrechnens in der 3. Klasse diese GréRen besprochen wurden, ist dies auch
jetzt sinnvoll. Ansonsten sind die GroRen (und damit die betreffenden Ubungen) verzichtbar, lediglich ihre
Bildhaftigkeit und Zahlenschonheit sind ein lohnenswerter Reiz.

% Die Beziehung 10 = 2/3 von 15 lsst sich deuten als a) Dreisatz: Wie viel kosten 2 Packungen, wenn fiir 3
insgesamt 15 Euro bezahlt wurden? (Losung: 2/3 von 15€, also 10 Euro) oder b) Proportionsvergleich: In
welchem Verhéltnis stehen die Zahlen 10 und 15? (Ldsung: 10 zu 15 wie 2 zu 3). Des Weiteren enthalten diese
Aufgaben die Verfahren Kirzen und Erweitern in verkleideter Form. Der Anteil, den 10 an 15 hat, l8sst sich
mit dem Bruch 10/15 beschreiben und durch Kiirzen mit 5 auf 2/3 bringen; dieser Bruch stellt keine GréRe dar,
sondern eine Beziehung zwischen zwei Zahlen (Verhéltnis) — eine Betrachtungsweise, die erst in Klasse 5 oder
6 moglich wird.
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er will; wenn er ihn leicht schittelt, bleiben fast immer 12 Nusse darauf liegen. Als er
den dritten Loffel auf die Waage geleert hat, zeigt diese 50 Gramm an. ,,Noch 3 Loffel,
dann bin ich fertig!“ ruft Tobias. ,,Geschafft! Sechsmal habe ich geschaufelt. Das sind 6
x 12 Nusse! Es sind ja noch so viele ubrig. Darf ich davon naschen? Wie viel Mal darf
ich mir den Loffel flllen?* ,,Du darfst ihn dir 2% mal fiillen, wenn du mir vorher sagen
kannst, wie viele Niisse das wéren!*“ Nun kdnnt ihr euch denken, wie schnell Tobias das
heraus bekommen hatte:

zweimal ganz gefullt 2x12 =24
ein halbmal gefullt Yo x 12 = 6
zweieinhalbmal gefillt macht zusammen 2% x 12 =30

Wie viele wéren es gewesen, wenn Tobias den Loffel nur zu % hatte flllen durfen?
¥%von12=9  oder mit der neuen Schreibweise: ¥ x 12 =9

Wir haben bisher erst den Anteil bestimmt und danach mit der Anzahl der Teile
malgenommen, doch kénnen wir genauso gut zuerst malnehmen und danach aufteilen:

2/3x12="7

Wir nehmen erst den Teil: 1/3 von 12 ist4;  dann mal zwei: 2 x 4 sind 8

Oder erst mal zwei: 2 x 12 = 24; dann den Teil: 24 Drittel sind 8 Ganze
In beiden Fallen sehen wir: Beim Malnehmen mit einem Bruch wirkt der Zahler wie ein
Multiplikator, der Nenner wie ein Divisor. Als Schreibweise fir den Rechengang empfiehlt
sich:

2/3x12 - 2><12/3 - 24/3 -8
Dabei verzichten wir zunédchst noch auf das vorzeitige Kiirzen. Der Weg bleibt auch dann
derselbe, wenn der Multiplikand nicht geteilt werden kann:

2/3x11 - 2><11/3 - 22/3 - 71/3
Zudem erinnert uns diese Darstellung an das schon gelernte Malnehmen von Brichen:

11 X2/3:11x2/3 = 22/3 = 71/3
Wenn wir also mit reinen Zahlen oder Briichen (ohne Male oder Namen von Dingen)
rechnen, dirfen wir die Reihenfolge vertauschen. Fir das Ergebnis ist es daher egal, wer die
Rolle des titigen Multiplikators spielt und wer den Multiplikanden tbernimmt®. Die
damalige Regel ,, Bruch mal ganze Zahl — du nimmst nur den Zdihler mal* gilt immer noch,
auch wenn jetzt die Reihenfolge vertauscht worden ist.
Ubungen

1. Mit ganzzahligem Ergebnis

a) 3/5 x30=? b) 5/8 x56="? c) 4/7x21 d) 2/9x54

2. Ergebnis teilweise kiirzbar

a) 3/8 x 20 b) 7/16 x4 ¢) 5/6 x9 d) ¥% x14

3. Ergebnis nicht kirzbar

a) 3/7 x8 b) 2/5 x12 c¢) 49 x2 d) 3/8 x5 e) 7/10 x3

4. Vermischte Ubungen

a) 4/5 x 15 b) 4/9 x12 c¢) 5/12 x4 d) ¥%x3 e) 2/9 x3

f) 7/12 x 2 g) 2/7 x4 h) 6/5 x3 i) 520 x4

5.

a)5= ?von 10 (Losung: 1/2); b)8=?von24; c) 5=?von 25; d)10= ? von 25

% Multiplikator und Multiplikand werden dann nicht mehr unterschieden; das Produkt (=Ergebnis der
Multiplikation) wird von den beiden gleichberechtigt als Faktoren (=Macher) erzeugt.
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e)15=?von25 (=3/5); f)7=? von35 g)21=?von35 (=3/5); f) 10="von 18
(=5/9)
6. 1 Dutzend sind 12 Stiick. Wie viel Stiick sind a) ¥ Dutzend; b) 1/3 Dutzend; c) Y4
Dutzend; d) 1/6 Dutzend; e) 1/12 Dutzend?
7. Wie viel sind a) 2/3 Dutzend; b) % Dutzend; c) 5/6 Dutzend?
8. Wie viel sind a) 1/3 von 2 Dutzend; b) ¥ von 2 Dutzend; ¢) 1/9 von 3 Dutzend?
9) 1 Schock sind 60 Stiick.
Wieviel Stiick enthalt a) ¥ Schock; b) ¥ ; ¢) %; d) /5 : e) /5 Schock?
10. 1 GroR sind 144 Stiick.
Wieviel Stiick enthalt a) ¥ GroB; b) Ya; ¢) %; d) Ys; e) Ys ; ) Y1, GroR?
11. Welchen Anteil nimmt ein Dutzend von einem Grof3?
12. Welchen Anteil nimmt ein Schock von einem GroR?
13. Wie viele Minuten haben Y Stunde; ¥ ; %: Y5; 0 Y1o; 1% Stunden?
14. Fur einen vollen Umlauf braucht der Stundenzeiger 12 Stunden.
Wie viele Stunden braucht er fiir a) ¥2 Umlauf ; b) ¥ ; ¢) 1/3; d) 2/3 ; e) ¥ Umlauf?
15. Ein ganzer Tag (mit Nacht) dauert 24 Stunden.
Wie viele Stunden hata) Y2 Tag ; b) ¥4; ¢) 1/3;d) 2/3;e) % ; ) 1/6 ; 1/8 Tag ?
16. Die Sommerferien dauern insgesamt 45 Tage; 2/3 davon darf Christian bei seinem
Onkel auf dem Bauernhof bleiben. Wie viel Tage sind dies?
Rickblick — Vorblick: Gemeinsam am Ende KI. 4 nach Dezimal? Mit den Themen:
Division auf KI5 aufgeschoben / erreichbarer Schwierigkeitsgrad, nétige Sicherheit, etc

Dezimalbriiche

In der ersten Epoche der 4. Klasse wurden die Dezimalbriiche aus dem alltaglichen
Gebrauch Gbernommen und so als sinnvolle Konvention eingefiihrt. Wichtige Schritte dabei
waren die ordnende Stellung des Kommas und die richtige Benennung der Stellen davor wie
dahinter; dies liel? sich bei der spaltenweise Addition und Subtraktion als Bild Giberzeugend
darstellen. In der zweiten Epoche kénnen nun Multiplikation und Division auf Dezimalzahlen
angewandt werden.

Im Rahmen der Darstellungen fiir die dritte Klasse®” wurde die Wechselstube eingefiihrt.
Sie verhalf den Kindern, die Stellenschreibweise in ein schriftliches Schema fiir den
Rechengang zu lbertragen. Relativ einfach und daher fiir die Kinder schlussig gelang dies bei
der Addition und danach sogar fir die Multiplikation. Erleichternd war vor allem, dass man
mit der eigentlichen Rechnung unbekiimmert beginnen durfte, um danach zu grol3 geratene
Werte mit einem Stellentbertrag einzuwechseln. Bei

45 + 28
ergaben die Einer als Zwischensumme 13, davon wurden 10 Einer in der Wechselstube zu 1
Zehner getauscht und als Ubertrag ins Zehnerfach gelegt. Ahnlich einfach erfolgte der
Ubertrag bei der Multiplikation von

28 -8
mit den 6 Zehnern aus dem Produkt 64 der Einer.

Dagegen musste bei der Subtraktion vorausschauend der Bedarf fir einen Wechsel erkannt
und bereits vor der Rechnung durchgefihrt werden, um diese (iberhaupt zu ermdglichen. Die
Subtraktion:

Ernst Schuberth: xxx 3. Klasse
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45— 28
benotigt als Vorbereitung die Entnahme eines Zehners (von den vorhandenen 4) und dessen
Wechsel in Einer (dann 10 + 5 Einer), damit ausreichend viele davon bereitstehen; erst dann
koénnen die 8 Einer davon weggenommen werden.

Die Division erfordert einen vollig neuen Ansatz, beginnend mit der grofiten Stelle. Selbst
bei einem 1-stelligen Divisor kénnen schon Schwierigkeiten entstehen, vor allem wenn die
Einmaleins-Reihen nicht frei und sicher verfligbar sind. Denn bevor man die eigentliche
Rechnung beginnen kann, missen die Vielfachen des Divisors mit der ersten Stelle (oder gar
mehr Stellen) des Dividenden abgestimmt werden. Nur das grofte noch hineinpassende
Vielfache liefert die richtige Zahl als Startpunkt fir die Division. Die fir jeden weiteren
Schritt nétige Subtraktion empfinden die Kinder als zusétzliche Erschwernis. Das schriftliche
Divisionsverfahren hélt in Klasse 4 und 5 noch manch steile Stufe bereit.

Eine solche Rickbesinnung kann dem Lehrer vergegenwaértigen, wie vielfaltig und
unterschiedlich die Hirden auf dem Weg zur Rechenfertigkeit fiir die Kinder sein kénnen.
Eine reine Wiederholung der bisher praktizierten Rechenverfahren ist sicher nitzlich, fur
versierte Rechner in der Klasse aber auch rasch langweilig. Der Vorglanz des Neuen kann
aber das wieder aufgegriffene Alte tiberraschend anders beleuchten, Wiederholung wird damit
interessant und wertvoll. Dariber hinaus ermdglicht sie aber auch Festigung durch
Wiedererkennen bis hin zur Verwandlung von der Kenntnis zur Fertigkeit. Selbst die gut
vertraute Addition kann beim Uben mit den neuen Dezimalzahlen weitere Aspekte gewinnen,
vor allem aber den Kindern das Gefuhl vermitteln, dass sie diese Rechnungsart nicht nur
kennen, sondern auch sicher kénnen.

Addition und Subtraktion von Dezimalzahlen

ZweckmaRigerweise erinnern wir an den Rechenweg mit unseren vereinfachten Sprech-
und Schreibweisen zur schriftlichen Addition und Subtraktion. Die spaltenweise Anordnung
im Rechenschema wird nochmals mit den Stellenbezeichnungen benannt und nach rechts
hinter dem Komma auf die Dezimalbruchteile fortgesetzt. Das Komma ordnet dann alle
Zahlen stellenrichtig ein. Dann kdnnen wir die Dezimalzahlen zur Wiederholung bei beiden
Rechnungsarten benutzen, seien es reine Zahlen oder solche mit MaRen bzw. Benennungen in
Verbindung mit Sachaufgaben. Dabei ist nach einigen Additions-Aufgaben vor allem die
Subtraktion mit vermehrter Ubung abzusichern.

Weil fehlerhafte Losungen oft nicht aus echten Rechenfehlern herriihren, sondern von
Formfehlern in der Spaltenschreibweise, ist ein kariertes Rechenheft als Ordnungshilfe eine
gute Stutze. Zu empfehlen ist in der 4. Klasse noch das etwas grofere 7mm-Karo, welches
ausreichend Platz lasst flr deutlich geschriebene Ziffern. Mit einem kleinen 20cm-Lineal
lassen sich gerade Linien ziehen flr die Kommaspalte und den Unterstrich.

Das Rechnen hat aufer seiner inneren Wahrhaftigkeit auch eine asthetische Seite, in der
sich die klare Ordnung &uBern kann und damit sichtbar wird. Die Befriedigung Uber die
erfolgreiche Losung einer Rechnung hangt daher nicht nur am richtigen Ergebnis, sondern
auch an einer schonen und ansprechenden schriftlichen Darstellung der Aufgabe. Daruber
hinaus ist die Ubersichtliche Form auch stets ein gewisser Schutz vor Fluchtigkeit und
weiteren Fehlerquellen.

Aufgaben zur Addition

1) Diese Zahlen kannst Du leicht im Kopf addieren, wenn Du dabei genau auf die Stellen
achtest (erganze sie notfalls passend): a) 3300 +44 b)2210+12 c)45+0,6 d) 45
+1,6 e) 2,50 + 0,16 f) 330,30 +3,03 g)215+5,022 h)512,345 + 43,210
addiere erst im Kopf und prife dann schriftlich nach: i) 0,610 + 0,056 j) 3,404 + 1,04
2) Schreibe die Zahlen stellenrichtig untereinander und addiere sie:
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a) 79,25 + 9,63 b) 24 + 11,5 + 0,14 + 12,137
¢) 0,025+ 12,7 + 33 + 7521,041 + 211,0117
Aufgaben zur Subtraktion
3) Diese Zahlen kannst Du im Kopf subtrahieren; achte dabei genau auf die Stellen:
a) 234 —123 b)900-12 ¢)1- 0,5 d)253-3,1 e)85-58 f)2-0,01
g)2,2-0,18
4) Schreibe die Zahlen stellenrichtig untereinander und subtrahiere sie:
a) 35,6 —-2,3 b)120-89 <¢)4,71-1,38 d)90,5-1,62 e)42,21-1,806 f)
12,4 - 0,055 g) 644,063 - 7,7 h) 643,533 — 138.483 i) 2061,227 — 826,66
Textaufgaben mit Addition und Subtraktion
5) Die mittelalterliche Reichstadt war von einer starken Ringmauer geschutzt. Die
besonders gesicherten Tore wurden nachts geschlossen und auf der Mauerkrone machten
die Nachtwéchter Anselm und Berthold ihren Kontrollgang von Tor zu Tor. An der
Bastei begannen die beiden ihren Rundweg: Anselm zum Metzgerturm (0,37km), weiter
zur Herdbricke (0,184km), dann zum Génstor (0,520km), uber das Zundeltor (0,362km)
zum Frauentor (0,24km); Berthold begann seinen Weg anders herum: Erst zum
Glocklertor (0,6km), dann setzte seinen Weg ber das Neutor (0,69km) fort und erreichte
nach weiteren 0,354km das Frauentor. Dort wollten die beiden sich treffen, wie immer zu
einer kurzen Pause im warmen Turmstiibchen.
a) Wer von beiden hatte den kiirzeren Weg und wie grof3 ist der Unterschied?
Nach der Pause ging jeder in seiner Richtung auf der Stadtmauer weiter, bis sie an der
Bastion wieder einander trafen. Jetzt hatte jeder den ganzen Mauerring begangen, einer
links herum und der andere rechts.
b) Wie lang ist die gesamte Stadtmauer?
6) Im Fachmarkt achtet ein Mitarbeiter immer darauf, wieviel Teppichboden von der
grolRen Rolle abgeschnitten wird und notiert die jeweils noch vorhandene Lénge.
Von der 25m-Rolle wurden nacheinander verkauft:
a) 6,25m b) 3,5m c) 4,90m d) 5m e) 2,85m
Welche Zahlen stehen jeweils danach auf seiner Liste?
7) Max geht in die 4. Klasse. Er ist zwar nicht der Grofte, aber er hat Kraft und packt
gerne mit an. Deswegen begleitet er seine Mutter beim Einkauf im Gartenmarkt und hilft
ihr beim Einladen. Dabei achtet er darauf, dass die Zuladung fir den kleinen Pkw-
Anhanger nicht zu viel wird. Er hat in den Fahrzeugpapieren nachgeschaut, dabei fand er
,Leergewicht 98,5kg* und ,,Maximalgewicht 500kg*.
Beim Einkauf schaut er jedes Mal auf die Gewichtsangaben und addiert sie auf:
6 Betonplatten (insgesamt 173,4kg), 3 Sacke Kies (jeweils 25kg), 4 Randplatten
(zusammen 92,44kg). Ein Mitarbeiter im Markt hat alles auf eine Palette (22,385kg)
geladen und diese mit dem Stapler auf den Héanger geschoben. Max hat inzwischen
nachgerechnet:
a) Mit wieviel kg darf der Hanger beladen werden (Unterschied zwischen Gesamt- und
Leergewicht)?
b) Mit wieviel kg hat die soeben geladene Palette den Hanger belastet?
Auf dem Einkaufswagen sind noch die kleineren Dinge fir den Garten: 2mal
Blumenerde (je 12kg), 2 Sack Rasendunger (je 18kg), 1 Sack Rasenkalk (20,15kg) und 1
Beutel Rasensamen (2,5kg). ,,.Die Sidcke mit Blumenerde sind etwas sperrig und
schmutzig, die gehoren auf den Hénger*, sagt Mutter und Max antwortet: ,,Ja, die diirfen
auch noch drauf, aber die anderen Sachen miissen dann ins Auto!*
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c¢) Hat Max recht? Wie schwer ist der Hanger jetzt geworden?

d) Wieviel kg kommen noch ins Auto?

8) Der Turm des Ulmer Minster ist mit seinen 161,53m Hohe der héchste Kirchturm
weltweit; bis auf 143m Hohe kann er bestiegen werden. Der Kdlner Dom hat 157,38m
Turmhohe, Besucher kénnen aber nur bis 97,3m aufsteigen.

a) Um wieviel Meter tbertrifft das Ulmer Minster den Kélner Dom?

b) Wieviel Meter kann man in UIm héher steigen als in KoIn?

Wie hoch ist die nicht besteigbare Turmspitze

c) in Ulm bzw. d) in KodIn?

Multiplikation und Division von Dezimalzahlen

Fur den weiteren Fortgang kommt es darauf an, ob in der dritten Klasse die schriftliche
Multiplikation und Division schon behandelt wurden und wenn ja, wie ausfiihrlich das
maoglich war. Auch wurde geraten, die schriftliche Division in die 4. Klasse zu verlegen.
Spétestens jetzt ist aber die Zeit gekommen, an dem dies zu bearbeiten ist. Die Grundlagen
dazu und die daraus abgeleiteten Rechenregeln finden sich im Kapitel Die schriftlichen
Rechenoperationen des genannten Bandes zur 3. Klasse. Diese voraussetzend werden sie hier
nur erinnernd aufgegriffen und dann auf Dezimalzahlen (bertragen. Die Empfindung der
Kinder ist noch stark an die Bildhaftigkeit des Mehrfachnehmens und des Verteilens
gebunden. Dadurch bleiben in der 4. Klasse der Multiplikator und der Divisor noch ganze
Zahlen, und auch diese mit nur 2 Stellen ausreichend grof3.

Bei der Multiplikation ist dies so einfach, dass zum vertiefenden Uben des Rechenschemas
bereits nach kurzer Wiederholung schon Dezimalzahlen benutzt werden kénnen. Die Division
wird mehr Aufwand bereiten, vor allem, wenn das schriftliche Verfahren erst noch eingefiihrt
werden muss. In diesem Fall wird man den Divisor sinnvollerweise noch 1-stellig halten.

Anféangliche Versuche zur Multiplikation und Division von Dezimalzahlen waren mit
besonders einfachen Zahlenbeispielen zwar in der ersten Epoche schon moglich, aber durch
den damaligen Verzicht auf Ubertrage noch sehr eingeschrankt. Die dort vorgeschlagenen
Aufgabentypen eignen sich nun als Einstieg, zur wiederholenden Ubung und in der Folge zum
taglichen Kopfrechnen.

Es ist durchaus moglich, beide Rechenarten nebeneinander zu behandeln, auch kénnen sie
gemeinsam geubt und stufenweise weiter gefuihrt werden. Dennoch spricht vieles dafiir, erst
die Multiplikation gut zu festigen und dabei das Einmaleins mundlich zu tben. So kann fir
die Klasse das Gefiihl vermittelt werden, etwas nicht nur zu kennen, sondern damit auch
selbstandig umgehen zu kdnnen. Das Zutrauen in die eigene Féhigkeit darf gerne gestérkt
werden, bevor es gilt, die schwierigere Division zu erobern. Unabhangig davon kann zur
Ermutigung die reine Stellenverschiebung als besonders einfache Art des Multiplizierens und
Dividierens mit den Zahlen 10, 100 und 1000 vorweg genommen werden. Die Freude dartber
kann befligelnd wirken bei manch steinig-steilem Pfad zum angestrebten Rechengipfel.

Besonderheit des Dezimalsystems: Die Stellenverschiebung

Zehnerschritte

Wir erinnern an die aus der 3. Klasse bekannten ,,Zehnerschritte*. Beim Multiplizieren mit 10
konnen wir dadurch ,,nach oben‘ wechseln:

10 Hunderter sind 1 Tausender, oder:
1Hx10=10H=1T; oder 100 x 10 = 1000
Entsprechend sind auch beliebig andere Aufgaben maoglich:
3Zx10=30Z=3H; oder30x10=300

5Ex10=50E=5Z ;oder5x10=50
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Beim Dividieren durch 10 wechseln wir entsprechend ,,hinunter* zur kleineren Einheit:

1 Tausender sind 10 Hunderter; wenn wir diese an 10 verteilen, ergibt sich 1 Hunderter;
bei 1T : 10 = ? wechseln wir also erst und teilen dann:

10H:10=1H; oder 1000 : 10 = 100
3H:10=? Wechsel und Teilen: 30Z:10=3Z oder 300:10=30
5Z:10=? Wechsel und Teilen: 50E:10=5E oder 50:10= 5
Nach nur wenigen Aufgaben dieser Art werden die Schiiler daraus einen Rechentrick ableiten,
um Malnehmen und Teilen abzukirzen. Gemeinsam mit dem Lehrer wird dieser dann
formuliert als
Erste Stellenregel:
Mal 10 vergroRert die Zahl um 1 Stelle;
geteilt durch 10 verkleinert sie um 1 Stelle

Wir Ubertragen sie auf die Multiplikation und Division von zusammengesetzten Zahlen,
wobei fehlende Einer mit einer Null gekennzeichnet werden:

T|H|Z|E T|H|Z|E

11315 113(510
x 10 110

13510 1|3 (5

In dasselbe Schema konnen auch Nachkommastellen eingetragen werden. Damit stellt das
Uberschreiten des Kommas keine grof3e Hirde mehr dar:

TI/H|Z |E |z |h|T TI|H|Z E [z |h |t
1 |3 |5 |2 |4 |6 113 1|5 2 /4 |6 |0

x 10 110
113 |5 2 /4 (6 |0 113 5 2 |4 |6

Die nicht besetzten Spalten hinter dem Komma (hier bei ,,t*) fiillen wir mit 0 (=Null), was uns
bei der noch folgenden Kommaregel entgegen kommen wird. Aus der Rechenzeile

135,246 x 10 = 1352,460 1352,460 : 10 = 135,246
lasst sich unsere erste Stellenregel ausweiten zu einer gut brauchbaren
Zehnerregel:

Mal 10 vergroRert die Zahl um 1 Stelle; wir schieben dazu das Komma um 1 Stelle
zuriick (nach rechts).

Geteilt durch 10 verkleinert sie um 1 Stelle; wir schieben dazu das Komma um 1 Stelle
vor (nach links).

Aufgaben
1) Multipliziere diese Zahlen mit 10:
a) 230 b) 38,24 c) 0,5 d) 1,16e) 0,02 f) 135,246

2) Dividiere die Zahlen aus 1) durch 10

3) Am Schulhof ist die 12,5m lange Rasenkante durch 10 Randsteine abgegrenzt. Wie
lang ist jeder davon?

4) Marc hat mit neun Freunden seinen Geburtstags-Ausflug vor. Am Ziel soll jeder
Teilnehmer (auch er selbst) als Belohnung eine Brezel und ein Nusshérnchen erhalten.
Wie viel bezahlt er beim Bécker fir seine Brezeln (je 0,78€) und Hornchen (je 1,65€)?
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5) Lena berichtet der Klasse, wie sie alle Aufgaben mit ,,mal 5° ganz schnell 16st: ,,Ich
muss nur halbieren und dann eine Null anhéngen. So geht es bei 12 - 5 = ? Erst die 12
halbieren: 6; Null dran: 60; also ist 12 - 5= 60!

Probiere es mit den Zahlen a)18 b)22 c)424 d) 3636

6) Felix wendet ein: ,,Dieser Rechentrick geht ja nur bei geraden Zahlen! Was machst Du
bei 23?7 Doch Lena sagt nur: ,,Kein Problem, da mache ich es einfach umgekehrt! Erst
Null dran: 230; dann halbieren: 115; also ist 23 - 5=115.“

Probiere es mit den Zahlen a-d) aus 6) und danach mit e) 45 f) 57 g) 189 h) 733 i)
3249

7) Kannst Du einen einleuchtenden Grund fir diesen Trick schildern und ihn damit
erklaren?

Kommaregel zur Stellenverschiebung

Die uns selbstverstandliche Stellenverschiebung bei der Multiplikation und Division in
10er-Schritten konnten die Kinder (mit Anleitung) also durchaus selber entdecken und
anschlieBend dartiber strahlen, welch genialen Rechentrick sie gefunden hatten: Malnehmen
und Teilen ohne zu rechnen! Vor allem das spétere Sachrechnen lasst sich dadurch viel
effektiver und einfacher gestalten, weil die 10er-Schritte sich ohne echten Rechenvorgang auf
alle dezimalen Mal3e Uibertragen lassen.

Wir kdénnen nochmals daran erinnern, wie in unserem dezimales Stellenwert-System
Multiplikation und Division in 10er-Schritten stufenweise von Stelle zu Stelle fihrten:

1E-10=12; 1Z-10 =1H usw. ebenso 1E:10=1z; 1z:10=1h
oder Uber mehrere Stellen hinweg:

1T=10H=100Z=1000E ebenso 1t=0,1h =0,01z=0,001 E
Mit 10 kdnnen wir bereits ganz leicht multiplizieren oder dividieren:

1-10=10 (eine Stelle mehr) ebenso 1:10=0,1 (eine Stelle weniger)

5.10=50 (aus 5 E werden 5 Z) ebenso 5:10=0,5 (aus 5 E werden 5 z)

und genauso leicht mit 100:

1100 =100 (zweimal eine Stelle mehr) ebenso

1:100=0,01 (zweimal eine Stelle weniger)

5.100=500 (aus5E werden5H) ebenso 5:100=0,05 (aus 5 E werden 5 h)

10 - 100 = 1000 (zweimal eine Stelle mehr; aus Z werden T) ebenso

0,1:100 =0,001 (zweimal eine Stelle weniger; aus z werden t)

20 - 100 = 2000 (aus 2 Z werden 2 T) ebenso: 0,2 : 100 = 0,002 (aus 2 z werden 2 t)
Hilfreich ist auch der Hinweis, dass alle nicht besetzten Stellen jederzeit mit Nullen gefillt
werden dirfen. Rechts ist dies hinter der letzten Nachkommastelle (bei fehlendem Komma
durfen wir es hinter den Einern setzen). Links stehen diese unsichtbaren Nullen vor der ersten
VVorkommastelle, also vor der ersten gultigen Ziffer innerhalb der Zahl (ohne glltige Einer
steht links vom Komma die filhrende Null). Nun schreiben wir diese eigentlich unnétigen
Nullen als ausreichenden Vorrat mit und machen dann die Rechenregeln als Bild sichtbar:

20,000 - 100 = 2000,0 = 2000 ebenso: 000_49,2 : 100 = 00,002 = 0,002

»>

Der Unterstrich bereitet die Kommabewegung vor; an der Tafel und im Heft kénnen wir ihn
farbig kennzeichnen und mit einer Pfeilspitze in Bewegungsrichtung versehen.
Kommaverschiebung:
Multiplizieren mit 10 (100; 1000) vergroRRert die Zahl um 1 (2; 3) Stelle(n); das
erreichen wir, wenn wir das Komma um 1 (2; 3) Stelle(n) nach rechts ricken.
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Dividieren durch 10 (100; 1000) verkleinert die Zahl um 1 (2; 3) Stelle(n); das erreichen
wir, wenn wir das Komma um 1 (2; 3) Stelle(n) nach links rticken.

Aufgaben:
1) Multipliziere alle Zahlen mit 100: a) 23  b) 4,5 ¢) 0,24 d) 0,0646 e) 42,65
f) 802,54 g) 10,2
2) Multipliziere die Zahlen aus 1) mit 1000
3) Dividiere die Ergebnisse aus 1) durch 10
4) Dividiere die Zahlen aus 1) durch 100
5) Dividiere die Ergebnisse aus 1) durch 1000
6) Klarsichthullen kosten
a) im 10er-Pack 2,20€; b) im 100er-Pack 19,00€; c¢) im 1000er-Pack 150€;
Wie teuer ist jeweils 1 Hille bei den Angeboten a, b, c) ?
7) Schuler der 6. Klasse bereiten einen Hefte-Verkauf vor. Sie bestellen je 100 Hefte von
10 verschiedenen Sorten. Der 100er-Pack kostet jeweils 89,50€.
a) Was kosten die 10 Pakete?
b) Wie groB ist die zu bezahlende Rechnung, wenn der Versand noch 4,50€ extra kostet?
c) Die Hefte werden zum Stiickpreis von 1,20€ weiter verkauft. Wie viel wiirden die
6.Klassler einnehmen, wenn sie alle Hefte verkaufen kénnten?
d) Wie grol3 wére dann der Gewinn fiir ihre Klassenkasse?

Die Multiplikation von Dezimalzahlen

Die schriftlichen Rechenschemata ermdéglichen uns, den Rechenvorgang aufzugliedern und
ihn dann stellenweise innerhalb der einzelnen Spalten der Stellenwerttafel abzuarbeiten. Das
Uberzeugendste Bild dazu lernten wir im Beispiel des Kassenbuchs kennen. Jede Spalte war
Stellvertreter fir ein Fach in der Kasse. Alle Rechenschritte konnten somit einstellig
vorgenommen werden, weil jeder 10er-Ubertritt als Umwechseln ins nachste Fach
interpretiert wurde. Egal, wie grof? die zu addierenden Zahlen waren, die Rechnung war
reduzierbar auf das kleine Einundeins.

Mit demselben Prinzip konnte die Multiplikation einer groBen Zahl auf die mehrfache
Anwendung des kleinen Einmaleins zurlickgefiihrt werden. Wenn wir nun darauf
zuriickkommen und mit zunéchst einstelligen Multiplikatoren beginnen, kdnnen wir die
Rechnung ziffernweise im Kopf vornehmen und das Ergebnis schrittweise notieren. Dies ist
auch maglich, wenn die schriftliche Multiplikation noch gar nicht eingeflihrt worden ist; in
diesem Falle gibt die Stellenwerttafel ein sicheres Geleit.

Mit einigen an der Tafel mitnotierten Beispielen, zunachst ohne, dann mit Ubertrag,
erinnern wir das Vorgehen oder fiihren es spatestens jetzt ein; es lasst sich auch sofort auf
Dezimalzahlen anwenden. Auf die bereits mehrfach erwéhnte Umkehrung in der Schreib- und
Sprechweise wird nochmals hingewiesen: Erst wird die zu bearbeitende Zahl (passiver
Multiplikand) genannt, dann kommt der Auftrag fir den Bearbeiter (aktiver Multiplikator),
der also nun rechts steht:

,,132 zweimal nehmen* Tafelnotiz: 132 - 2
Wir kénnen jedes Zahlenbeispiel auch sofort mit einer Kommasetzung begleiten:
,,1,32 zweimal nehmen® Tafelnotiz: 1,32 - 2

Vermutlich wird kein Kind die komplette Zahl direkt verdoppeln, sondern alle werden
ziffernweise vorgehen. Zwar wire in diesem Beispiel (weil es ohne Ubertrag auskommt) die
Arbeitsreihenfolge egal, doch beginnen wir wie bei der Addition immer mit der kleinsten
Stelle, gehen also von rechts nach links vor.
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Mit weiteren Aufgaben dieser Art gewohnen sich die Kinder rasch daran, dass
Dezimalzahlen genauso zu bearbeiten sind, wie ganze Zahlen. Wenn die Zahl an der Tafel
steht, fallt das Kopfrechnen dennoch leichter und lasst auch einfache Ubertrage zu:

a) 632€-2b)1224€-3 ¢)3,12-4d)1,5-2¢)0,121-5 f)2,02-5 g)4,132-6
Was ist das Doppelte von 1,22€? Was ist das Dreifache von 1,18€?
Bald sind mehrere Ubertrage nétig, wofiir wir nochmals die Zehneriibertritte iiben. Der
Rechenvorgang lasst sich beleben, indem die miundliche Rechnung delegiert wird an kleine
Gruppen, die jeweils eine Zahlenstelle als Kassenfach ,,verwalten®, zu ihrem jeweiligen
Bestand die Einlage addieren und im Bedarfsfall den Ubertrag durch eine , Merkergruppe®
weitergeben lassen.

Die Tafelnotiz macht anhand der Stellenwerttafel die Ubertrige sichtbar und fihrt als
Zwischenschritt zur schriftlichen Darstellung, die Merkzahlen des Ubertrages konnen klein
dazu gefligt werden:

T |[H |Z |E Z |E |z |h
2| 7] 3 2, 7] 3

6 @ B @
2 1 8| 4 2| 1, 8 4

Auch wenn die Multiplikation schon eingefiihrt und geubt war, lassen wir nochmals die
Schritte mitsprechen: 3 Einer mal 8 sind 24, wechsle 2 Zehner ein und schreibe 4 Einer,
behalte (merke oder notiere) die gewechselten 2 Zehner; 7 Zehner mal 8 sind 56 Zehner und
die behaltenen 2 Zehner sind 28 Zehner oder 5 Hunderter und 8 Zehner, schreibe 8 in das
Zehnerfach und behalte die 5 Hunderter; 2 Hunderter mal 8 sind 16 Hunderter, gemeinsam
mit den behaltenen 5 Hundertern sind es 21 Hunderter, trage 1 Hunderter und 2 Tausender in
die Ergebniszeile ein. Parallel daneben kann dieselbe Rechnung mit Kommasetzung
durchgefuhrt werden. Im abgebildeten Beispiel beginnt die Rechnung mit den 3 Hundertsteln
und lauft mit nur geénderten Stellennamen genauso ab wie die Rechnung ohne Komma.

Nach einigen weiteren mundlichen Beispielen wird der erste Eindruck bestétigt: Das
Komma bleibt an derselben Stelle, wenn man von rechts aus z&hlt, nach links kann die Zahl
deutlich groRer werden und auch mehr Stellen bekommen, aber die Nachkommastellen
bleiben gleich viel. Selbst bei der Multiplikation 2,125 - 8 = 17,000 = 17 gilt diese Regel
noch, wenn wir alle ausgerechneten Ziffern korrekt aufschreiben, obwohl ihre Nullen beim
Ergebnis sogar wegfallen diirfen.

Kommaregel:

Wenn wir eine Dezimalzahl mit einer ganzen Zahl multiplizieren, bleiben gleich viele

Nachkommastellen.
Es ist nicht nétig, die herleitenden Tafelbeispiele von den Kindern auch ins Heft ibertragen
zu lassen, die Darstellung ist eher irritierend. Es geniligt die Kommaregel als Text und die
dann folgenden Rechnungen sind in der klassischen Schreibweise dargestellt, wie sie in der 3.
Klasse eingefiihrt wurde: Rechtsbiindig beginnen wir unter dem Multiplikator das Ergebnis zu
schreiben, ganz am Schluss setzen wir das Komma, indem wir von rechts die Kommastellen
abzdhlen. Dies konnen wir anfanglich auch noch mit Unterstrich sichtbar machen, am besten
in leicht konkaver Bogenform.

Kindern, die nicht auf die Notiz der Merkzahlen verzichten wollen,

2,113 |8 bleibt erlaubt, diese auch im Heft klein mitzuschreiben -

®)|@ sinnvollerweise oberhalb der Ergebniszahlen, damit sie spater in der

211,] 8 mehrzeiligen Multiplikation nicht mit den Ubertragen innerhalb der
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Schluss-Addition verwechselt werden.

Auf jeden Fall sollte die Klasse Gelegenheit haben, mit etlichen Aufgaben diese einfache
Multiplikation zur sicheren Fertigkeit zu verwandeln, bevor wir mit 2-stelligen Zahlen
malnehmen.

Aufgaben mit einstelligem Multiplikator
1)a) 565 -9 b)242-8 ¢)5005-5 d)0,15-4 e)25285-7 f)32,155-6
2) a)5x21,45€ b)4x10,655kg ¢)6x7830m d)8 x252,85€ e) 7 x 3,69
3) Tobias mdchte sich ein besseres Lineal und Zeichendreieck kaufen. Er hat ein schones
Set entdeckt und schaut vorsichtshalber in seinem Geldbeutel nach. Dort findet er nur
3,45 Euro. ,,Schade®, sagt er, ,,ich miisste genau doppelt so viel haben, dann konnte ich
es kaufen.* Wie viel kostet das Set?
4) In England und Amerika wird als kleines La&ngenmal} das Inch benutzt. Bei uns ist es
unter der Bezeichnung ,,Zoll*“ geldufig. Es entspricht 2,54cm.
a) Wie lang sind 8 Zoll?
b) Die Dicke (der Innendurchmesser) von Wasserrohren und Schlauchen wird meist in
Zoll angegeben. Wie dick ist ein 2-Zoll-Rohr?
5) In der Seefahrt gibt man Strecken in Seemeilen (sm) an, die man als 1,85km = 1sm
umrechnen kann. Die Elbe weitet sich an ihrer Mundung auf 9sm auf. Wie weit ist es hier
von Ufer zu Ufer?
Beim Ubergang zu 2-stelligen Multiplikatoren beginnen wir mit den ,,glatten* Zehner und
multiplizieren in zwei Schritten. Heillt der Multiplikator 40, so konnen wir erst mit 4
malnehmen und danach noch verzehnfachen.

> 7 13 2 Den ersten Schritt schreiben wir wie gewohnt und behalten beim
== ' Ergebnis die bisherigen zwei Nachkommastellen bei.

@@ Beim zweiten Schritt nehmen wir mittels der alten Zehnerregel das

1 |0, |9 |2 | Zwischenergebnis noch 10-mal:

10,92 - 10 = 109,20

und schreiben die eigentlich unnétige Endnull mit, damit gleich viele Nachkommastellen
bleiben, wie es unsere Kommaregel verlangt. Wir sehen, wie die Ziffern des Multiplikanden
um eine Stelle vorgeschoben wurden oder — gleichbedeutend — das Komma innerhalb der
alten Ziffern um eine Stelle nach rechts riickte.

> 713 270 Mit diesem Wissen konnen wir in einer einzigen Rechenzeile
== ' beide Schritte gemeinsam notieren: 4-mal nehmen und 0

@@ anhangen, damit wir 40-mal genommen haben. Die Kommastellen

110 ]9, |2 [0 | Ubernehmen wir vom Multiplikanden gemaf der Kommaregel.

Auf die gleiche Weise kénnen wir sogar mit 400 oder gar
4000 malnehmen, wenn wir die Endnullen korrekt

@O mitschreiben. Wieder hilft hier ein kariertes Heft bei der

1 {0 |9 |2, |0 [0 | korrekten Darstellung: Das Produkt steht (rechtshindig)
spaltenweise genau unter dem Multiplikator.

Im Kopfrechnen bearbeiten wir wiederholend diesen Aufgabentyp mit Zahlen, die als
visuelle Stiitze an der Tafel notiert sind. Um den neuen Schritt auch in der schriftlichen
Darstellung zu festigen, kommen ins Heft einige dieser

Ubungen:
Multipliziere die Zahlen 1) 3,42 ; 2) 52,05; 3) 135,7; 4) 0,454 ; 5)1,6
nacheinander mit: a)2; b)20 ¢)200 d)4 e)40 f)400 g)5 h)50
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Falls die schriftliche Multiplikation nicht schon aus Klasse 3 bekannt war, dirfen die Schiler
entsprechende Aufgaben weitere Male im Heft selbstandig bearbeiten. Anregungen dazu und
Grundlegendes zum dann folgenden Abschnitt finden sich im bereits genannten Band zur 3.
Klasse.

Damit die Weiterfiihrung zur zweizeiligen Multiplikation auf sicheren Flf3en steht, achten
wir auf die sorgféltige Schreibweise mit geordneten Spalten: Das von den Zehnern erzeugte
Produkt wird genau unter der Zehnerstelle rechtsbundig begonnen und nach links
geschrieben, unter den (leeren) Einer schreiben wir die Endnull des Produkts; am Schluss
setzen wir das Komma, indem wir wie friher die dazu ndétigen Stellen von rechts aus
abzéhlen.

Fir die Weiterarbeit mit echt zweistelligen Multiplikatoren kénnen wir auf die in Klasse 3
eribten Fertigkeiten zurtickgreifen. Falls dort noch keine Vorbereitung stattfand, lassen wir
uns unbefangen sprachlich helfen. Bei der Rechnung 2,73 - 48 sollen wir den Multiplikanden
2,73 mit 8 und 40 malnehmen und nehmen dies wortlich:

2, |7 13 -|4 |8 |(Arbeits- | \Wir nehmen von der urspriinglichen Zahl (wie bisher

GIND) schritte) | ohne zunachst auf das Komma zu achten) zum einen
1|8 |4 |(malsg) das 8-fache und zum anderen das 40-fache; die

IO Endnull dabei ist zwar nicht nétig, kann aber
1[0 ]9 |2 |(0)]malaz) unsicheren Kindern den Weg zur richtigen Spalte
1] 1 erleichtern. Danach fligen wir die beiden Ergebnisse

1 (3 ]1, o |4 zum ,,8 und 40“-fachen zusammen durch spaltenweise
- Addition.

Spétestens jetzt zeigt sich die Bedeutung einer sorgféltigen Darstellung, mit der die Ziffern
automatisch genau in die richtige Spalte kommen und fir die nachfolgende Addition perfekt
vorbereitet sind. Ganz am Schluss setzen wir das Komma, indem wir von rechts die
Kommastellen abzahlen und notfalls einige Male noch mit Unterstrich kennzeichnen.

2, |7 13 -14 |8 |(Arbeits- | Mit dieser sprachlichen Hinfiihrung arbeiteten wir

NG schritte) | aquch innerhalb des Multiplikators eher zuféllig — wie
110 |9 [2 [(0)|(malaz) anfangs eingeflihrt — ,,wie bei der Addition immer mit

der Kkleinsten Stelle” beginnend und damit konsequent
(mal 8E) | Von rechts nach links vorgehend. Da aber ,,8 und 40

2 |1 |8 |4 . S
1 |1 von uns als 4Z plus 8E gelesen wird, dirfen wir die
13 ]1,]0 [4 Rechnung genauso gut mit den Zehnern, also mit der

ersten Stelle des Multiplikators beginnen und von links
nach rechts arbeiten. Dies ist auch die Ublichere Darstellungsweise. Welche Arbeitsweise
kinftig bevorzugt wird, entscheidet der Lehrer und bleibt auch dann dabei; er lasst aber die
Alternative als gleichwertig gelten.

2, |7 |3 8 |1 | Durch ausreichende Ubung werden die Schiiler zu einem

sicheren Umgang gefuhrt, der auch grof3ere Zahlen erlaubt.
4 Uberdies darf auf dem weiteren Weg zur und in der 5.
7 13 Klasse die schriftliche Darstellung reduziert werden auf das

110 |9
2 |1

N oo N B~

T 13 11 1311 13 N('?tigste: M_e_rkzahlen in den Multiplikationszeilen eber}so

’ bei der Addition, Endnullen und Kommastellen-Unterstrich
konnen dann entfallen, werden aber schwdacheren Schilern weiterhin zugebilligt. Bei
weiterhin exakt gepflegter Spaltenschreibweise entsteht daraus das typische Bild einer Treppe
oder Staffel als Schema fiir die schriftliche Multiplikation. In Klasse 5 wird die Kommaregel
erganzt, um auch Dezimalbriiche als Multiplikatoren zu ermdglichen.
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Aufgaben

1) Bei der Ruckkehr vom Klassenausflug benutzen die 34 Schiler den Linienbus,
wobei die Einzelkarte 2,65€ kostet. Wie viel kosten die Schiilerkarten insgesamt?

2) ,,Heute 3 Brezeln fiir nur 1,95€!* steht an der Theke beim Béacker. Maja weil3, dass
sonst 1 Brezel 85 Cent kostet und Uberlegt, wieviel sie mit dem Angebot sparen
wiirde:

a) Wieviel kosten 3 Brezeln normalerweise?

b) Wieviel spart sie also mit dem Angebot?

3) Die 3. Klasse will im Pausenhof den Unterbau flr eine neue Sitzbank mauern. Sie
will dafur 4 Ziegel quer hintereinander und 11 Ziegel langs nebeneinander
benutzten. Nach der 3. Ziegel-Lage wird die passende Hohe erreicht.

a) Wieviel Ziegel werden insgesamt gebraucht?

b) Weil Loch-Ziegel verwendet werden sollen, sind sie nicht all zu schwer. Dennoch
wiegt jeder von ihnen 1,35kg. Nun werden sie gemeinsam auf einer Palette angeliefert.
Wie schwer ist die gesamte Ziegelladung?

c) Beim Abladen legt die Klasse alle Ziegel der Lange nach aneinander. Wie lang wird
diese einfache Ziegelschlange, wenn jeder Ziegel 0,24m lang ist?

Erganzende Mdoglichkeiten

Auler der Stellenwerttafel sind fir die Multiplikation auch andere Begriindungen
naheliegend:
a) Statt des unbemafBten Multiplikanden benutzen wir den Geldbetrag 2,38 Euro, der
gewechselt wird in 238 Cent. So kann ohne Komma mit 32 malgenommen werden zum
Produkt 7216 Cent. Danach wird in 72,16 Euro zuriickgewechselt. Unmittelbar
einleuchtend (aber an das spezielle Beispiel zweier Kommastellen gebunden) ist nun,
dass die Stellenverschiebung des Multiplikanden sich auf das Produkt tbertréagt.

b) Weniger anschaulich, aber fir alle Dezimalzahlen gultig, ergibt sich dieselbe Aussage,
wenn der Multiplikand mit dem Mal3 seines kleinsten Dezimalbruchteils gemessen wird.
In unserem Beispiel ergibt sich: 2,38 = 238 Hundertstel. Nach der Multiplikation mit 32
wird das Produkt 7216 Hundertstel erreicht und wieder als Dezimalzahl umgeschrieben:
7216 Hundertstel = 72,16. Die Stellenzahl hinter dem Komma hat sich durch die gleiche
Bezeichnung ,,Hundertstel* erhalten.

c) Wurde vor den Dezimalbriichen die Multiplikation von gemeinen Briichen eingefiihrt,
so kann der Multiplikand in einen Bruch mit Nenner ,,Hundertstel* erweitert (238/100)
und danach malgenommen werden zu 7216/100. Da lediglich der Zahler malgenommen
wird, verbleibt der Nenner unverdndert; wird er danach zum Dezimalbruch
zurlickverwandelt, verschiebt sich beim Ergebnis nur das Komma um die entsprechende
Stellenzahl (hier: Hundertstel, also das Komma um 2 nach links).

Division von Dezimalzahlen

Ahnlich wie bei der Multiplikation konnen wir das Vertrauen der Kinder zum neuen
Schritt in die Division bestérken, wenn wir tiberschaubare Alltagsaufgaben vorweg mindlich
I6sen lassen. Nach einfachsten Aufgaben aus den 1x1-Reihen als Kopfrecheniibungen wie 36
: 9 oder 35 : 7 werden die folgenden grélieren Zahlen an die Tafel geschrieben. Dadurch
konnen die Kinder die einzelnen Ziffern nacheinander bearbeiten und so unbewusst bereits
die Schritte der schriftlichen Division vorwegnehmen. Wichtig ist dabei die gednderte
Rechenabfolge: Im Gegensatz zu den anderen drei Grundrechenarten beginnt die Division mit
der groRten Stelle, wir arbeiten also von links nach rechts! Die Beschrankung auf einstelligen
Divisor, keine oder sehr einfache Ubertrige, sofort aufgehende Aufgaben — also ohne
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zusétzliche Kommastellen im Ergebnis, ohne Null im Quotienten, 2 Kommastellen aus
vertrauten Mallen (m oder €) und die Erinnerung an die Zehnerregel ermdglicht als

Vorlubungen
168:2; 168:4; 168:8; 848 :2: 848 : 4
132:2; 132:3; 132:4; 132:6; 132:8;

15€:10;240€:10; 240€:100; 3,20€:10; 16,50€:10;
Was ist die Hélfte von 4,84€? Wie grof} ist ein Drittel von 6,60m?

24,60€ : 2 ; 24,60€ :3; 24,60€:6; 24,60€:10
1,50m: 3; 1,50m:5; 1,50m: 10 ;
452:2:452:4:; 12,66 : 3 ;

Auch Rechenreihen mit teilerfreudigen Zahlen sind gut geeignet. So lasst sich 8,64 teilen
durch 2; 3; 4; 6; 8 und kann noch gesteigert werden auf :9 oder :12 (dann besser mit :3
als zweiten Rechenschritt nach :3 bzw. :4).

Die schriftliche Darstellung

Die ausfuhrliche Darstellung, wie das schriftliche Rechenverfahrens eingefiihrt werden
kann, findet sich im Band zur 3.Klasse. Dort blieb jedoch véllig offen, ob dem Lehrer und
seiner Klasse dieser Schritt noch im 3. Schuljahr gangbar erscheint oder besser auf das
Folgejahr verschoben wird. In letzterem Falle besteht hier die Madglichkeit, mit der
schriftlichen Division zu beginnen; realistischerweise kénnen dann die fir die Vorlbungen
genannten Pramissen nicht Uberschritten werden. Bei der Zeitplanung sollte der Lehrer
bedenken, dass fur die Anwendung der Dezimalbriche in Sachaufgaben und bei
MaRumwandlungen noch genligend Raum bleibt. Auch sollten die einfachsten der
gewohnlichen Briiche in dezimaler Form erkannt werden. Dies ist wichtiger, als mit zu viel
Zeitaufwand das Teilen mit gesteigertem Niveau zu Uben.

Die Division wird noch im nachfolgenden 5. und 6. Schuljahr immer wieder aufs Neue zu
ertiben sein, bis alle Schuler darin Sicherheit gewonnen haben. Unibersichtlich, umstandlich
und fehleranfallig: So kann den Schilern diese Rechnungsart erscheinen und flr viele ist sie
es auch tatséchlich so. Denn es darf nicht tbersehen werden, dass fur die Division alle
anderen drei Grundrechenarten gebraucht werden, dazu die 1x1-Reihen parat sein missen und
das auch noch riickwaérts von den jeweiligen Produkten her. Wird dann der Divisor gar
mehrstellig, so muss man im Voraus verldsslich abschatzen kdnnen, welche Ziffer im
Ergebnis zu erwarten ist — schlimmer noch: Ohne diese Vorhersage kann mit der eigentlichen
Rechnung gar nicht begonnen werden!

Hier soll der Grundgedanke des Verfahrens erinnert werden, damit es auf die Division von
Dezimalzahlen ausgedehnt werden kann. Das in der 3. Klasse benutzte Rechengeld mit der
dazugehdrigen Wechselstube ist gerade fur die Division ein besonders geeignetes Bild, um die
wiederholende Abfolge der Rechenschritte sicher zu geleiten. Insbesondere kann mit dem
Ubergang von ganzen Euros auf Centbetrage auch die Kommasetzung einbezogen werden.
Die Sortierung des Geldes in Zehnerstufen ist dann eine hilfreiche Illustration fir die
Stellenwerttafel.

Mit der BemaBung Euro wird gleichzeitig auf eine ,,echte Division* hingewiesen; es liegt
also die Operation Dividieren oder Aufteilen vor.”® Der Dividend, also der zu verteilende
Vorrat, wird in gleich groRe Portionen aufgeteilt. Der Divisor oder Teiler nennt die Anzahl
der zu bildenden Portionen. Das Ergebnis der Division liefert die GroRRe einer solchen Portion;
diese ist von gleicher Art wie der Vorrat, hier sind es also wieder Euro. Wir sollten daher
(entgegen sonstiger Rechen-Gewohnheiten) die Frage vermeiden: ,,Wie oft ist in 24 die 6

%8 Siehe Band 1 und Band 3 dieser Reihe.
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enthalten? mit der Antwort ,,4-mal“ und stattdessen wirklich teilen: ,,Von 24€ verteilt an 6
bekommt jeder 4€.° Das Wort ,,verteilen* schildert bildhaft die Tatigkeit und der Teiler selbst
sagt uns, an wie viele Kinder wir austeilen.

Beim Rechnen mit reinen Zahlen, also nach Eroberung der schriftlichen Division, aber
spatestens in der 5. Klasse, werden wir diesen strengen Ansatz relativieren und die beiden
Aspekte Aufteilen und Enthaltensein als gleichwertig ansehen; dann darf mit Recht auch das
Ergebnis mit dem — dann als neutral aufzufassenden — Wort Quotient®® benannt werden.

Verteilen

Zur Neueinfuhrung wie auch zur erinnernden Wiederholung empfiehlt sich zunédchst eine
Division ohne Komma, jedoch mit Ubertragen von einer Stelle zur nachsten. Exemplarisch
soll an der Aufgabe ,,852 € verteilt an 6 Kinder* eine mogliche Sprechweise genannt und in
die schriftliche Darstellung tGberfiihrt werden. Als in der 3. Klasse mit Rechengeld gearbeitet
wurde, hiel3en die Schritte:

1. Verteile von deinem Vorrat zuerst die wertvollsten Scheine soweit wie maglich, fange
also mit dem ersten Fach links — mit der hochsten Stelle — an.

Bei 852 kannst du von 8 Hundertern jedem der 6 Kinder 1H geben, diese 6-1H hast du
aus dem Vorrat entnommen, dort blieb nur noch ein Rest von 2H, der nicht an 6 verteilbar ist.
2. Wechsle den nicht verteilbaren Rest in Scheine der nachst kleineren Stelle und lege sie
dort in das Fach dazu.

Die verbliebenen 2H wechselst du also in 20 Zehner und legst sie ins Zehnerfach des
Vorrats zu den darin liegenden 5 Zehner.

3. Verteile die Scheine aus diesem Fach wieder soweit es madglich ist, wiederhole also
die Schritte 1 und 2. Gehe genauso von Stelle zu Stelle weiter bis zum Ende der zu
verteilenden Anzahl. Dann ist der ganze Vorrat ausgeteilt.

Wenn du den 1. Schritt nun im Zehnerfach wiederholst, kannst du von den enthaltenen 252
jedem der 6 Kinder 4Z geben. Diese 6-4Z entnimmst du aus dem Zehnerfach, dort bleibt ein
Rest von 1Z. Der 2. Schritt sagt, dass du diesen Rest in Einer wechseln sollst, hier also 1Z in
10E, die zu den vorhandenen 2 Einern dazu gelegt werden. Nun wiederholst du den 1.
Rechenschritt mit dem Einerfach und verteilst dessen Inhalt 12E an 6 Kinder und jedes
bekommt 2E. Wenn nun die 6-2E entnommen sind, ist der ganze Vorrat ausgeschopft; bei
dieser Aufgabe bleibt kein Rest, es konnte alles gerecht verteilt werden.

4. Zur Probe kannst du das Ergebnis mit dem Teiler malnehmen, dann musste wieder der
Anfangsvorrat entstehen. Ist dies der Fall, so war die Rechnung richtig — es sei denn, du hast
beim Teilen und Malnehmen denselben Fehler gemacht, oder es sind dir gar mehrere Fehler
unterlaufen, die sich zuféllig gegenseitig aufheben.

Bei unserer Aufgabe hat jedes Kind 1H 4Z 2E oder 142 € als seinen Anteil erhalten. Weil es
insgesamt 6 Portionen der GrolRe 142 sind, kdnnen wir 6-142 nachrechnen und kommen
wieder auf die Anfangszahl 852 zurtick.

Das Rechenschema

Diese sehr bildhafte Darstellung enthdlt alle Elemente und Anweisungen, um daraus die
schriftliche Form zu gewinnen:

Vorrat Teiler | Portion Arbeitsschritte

H|Z |[E |: |[E |= H|Z |E

8 |5 (2 |: |6 |=1 8H verteilt an 6 ergibt 1H fir jede Portion,

-6 ((0)[(0)|- |61 6H kommen vom Vorrat weg, 2H bleiben als Rest

59

ab.

In seiner urspriinglichen Bedeutung leitet sich das Wort Quotient von ,,wie oft“, also dem Enthaltensein
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2 |5 [(2|: |6 |= 4 und erganzt die vorhandenen 5Z zu 25Z;

-214 [((0)|- |64 davon konnen wir 24 an 6 verteilen: ergibt 4Z;

o1 (2 |: |6 |= 2 | der Rest 1Z erganzt die vorhandenen 2E zu 12E,
-112 |- |62 verteilt an 6 ergibt 2E fir jede Portion. Dem Einerfach
(0) [ (0) wurden 6-2 enthommen, es ist wie alle anderen Fécher

leer. Der gesamte Vorrat ist restlos ausgeteilt.

H|Z|E = H| Z | E | Ob an der Tafel oder gar im Heft die oben recht

71612 :]16[=1] 2| 7 | umstandliche  Hinfihrung auch  wirklich

()6 geschrieben werden muss, héngt natiirlich von der

1|6 Klasse ab. Mit entsprechender mdundlicher

OLl] 2 Schilderung konnen alle Schritte bereits in
4 | 2 nebenstehender Kurzfassung notiert werden. Der
04l 2 Ubergang dazu kann auch etwas flieRender
oo erfolgen, etwa indem das Minus und die Nullen

danach mitgeschrieben werden. Die nicht aktuell
zu bearbeitenden Ziffern werden erst dann ,,abgeholt”, wenn sie ,,dran“ sind. So vereinfacht
sich das Schema und wird durch wiederholende Ubung nach und nach zur Gewohnheit.

Der Ubergang zu Dezimalzahlen kann eigentlich sofort erfolgen. Wurde die schriftliche
Division aber erst neu eingefuhrt, so bereitet der Lehrer einige unproblematische Aufgaben
(durch Multiplikation eines gewéhlten Quotienten mit dem gewdinschten Teiler) vor, etwa in
folgender Form als
Ubungen:

a)675:5; b)872:4; ¢)9720:8 d)9264:4 e)1944:8 1)4734:9

Die Ausdehnung vom anfanglichen Hunderterbereich auf andere ZahlengrofRen wird kaum
Schwierigkeiten bereiten, weil die Arbeitsschritte bis auf die Stellennamen immer gleich
ablaufen. Bei der Aufgabe e) ist die erste Stelle 1T im Dividenden zu klein, um beim
Verteilen etwas abzugeben. Wir koénnten dann im Ergebnis 0 schreiben und damit den
1.Schritt vollziehen; nach Wegnahme von 0 bleibt uns die Anfangsziffer 1T — als Rest im
2.Arbeitsschritt — unverandert erhalten und nach Wechsel in 10H kommt die zweite Ziffer des
Dividenden 9H hinzu. Das kdnnen wir uns sparen, wenn wir gleich zu Beginn die beiden
ersten Stellen als 19 Hunderter lesen und sofort mit dem Verteilen beginnen.

\orrat Teiler |Portion Arbeitsschritte
E |,z |h = E |,z |h
8 |5 |2 | |6 |[=1 8E verteilt an 6 ergibt 1E als Portion, Rest 2E. Beim
-6 /(0)[(0)|- |6-1 Wechsel zu 20 Zehnteln tberschreiten wir das Komma.
2 |5 [(2)|: |6 |= , 4 Im Zehntelfach sind nun 25z, verteilt an 6 gibt 4z; vor
-24 |(0)|- |64 diese setzen wir das Komma. 6-4z kommen weg,
O 1 (2 |: |6 |= 2 1z bleibt und kommt als 1z = 10h zu den 2h im ndchsten
-112 |- |62 Fach mit dann 12h, verteilt an 6 ergibt 2h.
©) | (0) 6-2h kommen weg und leeren damit das letzte Fach.
E ,z|h = E |,z h | Obige Division koénnen wir sofort in der bereits
7 61216 ]=1 2| 7 | bekannten schriftlichen Kurzfassung fixieren und
()6 die vorgenommenen Arbeitsschritte entsprechend
1|6 obigem Text mindlich erdrtern. Der Arbeitsablauf
Ol 2 ist genau derselbe wie bei Dividenden ohne
4 |2
4] 2 o
@] 0




Komma, neu ist lediglich die Kommasetzung am richtigen Ort. Dieser ist am Ubergang von
Einern zu den Zehnteln (und hier wie friher durch die Trennlinie gekennzeichnet).

Wenn wir diesen Ubergang beachten, konnen wir auf die Kennzeichnung der Stellen mittels
Spalten verzichten und es genlgt dann alleine die

Kommaregel:

Wenn wir beim Dividieren im Dividenden das Komma Uberschreiten, setzen wir
gleichzeitig auch im Quotienten das Komma — oder als Kurzfassung fir die Kinder:

Wenn wir beim Teilen das Komma uberschreiten, machen wir auch beim Ergebnis das
Komma.

Da alle Rechenschritte genau gleich ablaufen, egal an welcher Stelle vor oder nach dem
Komma wir uns gerade befinden, wird der Rechengang auch unabhéngig von der
Stellenbezeichnung. Wir mussen den Wechselvorgang von einer Stelle zur néchsten nicht
mehr mit Namen begleiten und kénnen uns von der gegenstandlichen Bindung an das Bild des
Geldes losen: das rein ZahlenmaRige Uberwiegt mehr und mehr. Dies erlaubt dann auch den
Ubergang vom echten Teilen zum Enthaltensein, was die Suche firr die richtige Zahl im
Quotienten sehr erleichtert. Die Division ,,72 verteilt an 9% ist ein eher &duflerlicher Vorgang,
wiahrend die Frage ,,wie oft ist die 9 in 72 enthalten* an die Eigenaktivitit anschlie3t und
inneres Miterleben aufruft.

Das Rechenschema selbst wird automatisiert und steigert sich ber die Gewohnheit zur
Fertigkeit. Die schriftliche Division ist dann ein rekursiver Rechenvorgang, ein Algorithmus,
mit dem alle Zahlen bearbeitet werden konnen. Ermdoglicht hat ihn unsere gewohnte
Zahlendarstellung im Zehnersystem, er spiegelt also die Konvention unseres Dezimalsystems.

Weil diese Form der rekursiven Division nur auf der blockweisen Schreibweise der Zahlen
in gleichmaRig wiederholender Staffelung beruht, ist sie auch in jedem anderen Zahlensystem
maoglich. Das Wesen der Zahlenbeziehung zwischen Dividend, Divisor und Quotient wird
zwar nicht direkt sichtbar, dieses pragt sich aber der Rechnungsdarstellung im jeweiligen
Zahlensystem auf und macht sich dadurch erkennbar.

Im Unterricht konnen die Kinder zunehmend Freude am Dividieren gewinnen,
vorausgesetzt die Einmaleins-Reihen stehen einigermal3en sicher zur Verfligung. Doch dann
erleben sie die sich wiederholende Rechenanweisung im Algorithmus als verlassliches Geleit
auf dem Weg zum richtigen Ergebnis. Die von den Kindern auch im Rechenunterricht
gelibten und innig geliebten lebensvollen Rhythmen klingen im Algorithmus noch nach, wenn
auch nur blass und mechanisiert statt beseelt. Von ihnen verblieb zwar nur der schemenhafte
Abglanz, sie wurden also zum Schema veréufRerlicht, aber das sichere Weiterschreiten im sich
wiederholenden Rhythmus blieb erhalten und kann als Grundstimmung immer noch
empfunden werden.

Beim Ubergang zu zweistelligen Divisoren ist die Sprechweise ,,Verteilen® und damit die
echte Division nur noch bei Uberschaubaren Zahlen sinnvoll benutzbar. Ein Beispiel daflr
sind die beiden nachfolgenden Divisionen 768 : 24 = 32 und 771,36 : 24 = 32,14 mit der
Eigenart, dass jeder Divisionsschritt mit glattem Zehner begonnen werden darf, um die
jeweilige Ziffer im Quotienten zu erhalten. Hier fiihrt also ,,70 verteilt an 20° auf die richtige
Ziffer ,,3“, mit der dann wie gewohnt weiter gearbeitet werden kann.

Weil damit die Kommaregel gewissenhaft auf mehrstellige Teiler ausgedehnt wird, kann
der Lehrer sie durchaus nochmals flr diesen speziellen Zweck benutzen. Wirklich nétig ist es
jedoch nicht; wenn die schriftliche Division mit einstelligen Teiler selbstverstandlich
geworden ist, wird sie von den Kindern gewohnheitsmaRig — also mit Enthaltensein und
Kommaregel — genauso selbstverstandlich auf Mehrstelligkeit Gbertragen. Der Vollstandigkeit
halber wird jedoch eine mdgliche Sprechweise fir die echte Division mit Kommasetzung
hiermit angeboten:
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HZE| Z || HZIE|z h Z|E|zh

768:24= 32 771)36:24=32|14
72 72 |
48 51
48 48]
0 33
214
19 6
196
0

Beim gemeinsamen Rechnen an der Tafel kdnnen die Rechenschritte erlautert werden:

77 Zehner geteilt durch 24 (oder einfacher 70 geteilt durch 20) Zehner sind 3 Zehner
(+Rest), schreibe das Ergebnis ,,3%, notiere ,,Z* dariiber; 3 x 24 sind 72; abziehen von 77
lasst den Rest 5 Zehner (= 50E). Mit dem ,,abgeholten™ 1 Einer ergeben sie gemeinsam
51 Einer. Geteilt durch 24 (oder einfacher 50 geteilt durch 20) ergeben sich 2 Einer,
schreibe ,,2%, notiere ,,E* darliber und hinter den 2 Einern das Komma. 2 x 24 sind 48;
abziehen von 51 lasst den Rest 3 Einer.

Beim ,,Abholen* wird nun das Komma zu den Zehnteln iiberschritten, dasselbe geschieht
auch beim Ergebnis. Die ,,abgeholten” 3 Zehntel ergéinzen den vorhandenen Rest (3E =
30z) auf insgesamt 33 Zehntel; geteilt durch 24 ergibt nur 1 Zehntel; schreibe ,,1%, notiere
,,z* dariiber und kennzeichne den Ubergang von den Einern zu den Zehnteln mit dem
Komma. 1 x 24 sind 24; abziehen von 33 ergibt den Rest 9 Zehntel oder (mit der
»abgeholten® 6h) 96 Hundertstel. Diese geteilt durch 24 (wiederum als Vereinfachung 90
geteilt durch 20) ergeben 4 Hundertstel ohne Rest (4 x 24 = 96).

Natdrlich genugt ein einziges solches Beispiel, um zu zeigen, dass die Erwartung richtig war:
Die Kommaregel gilt in gleicher Weise auch fir mehrstellige Teiler, wir diirfen also wie
bisher gewohnt weiter arbeiten.

Die Anforderungen, welche das schriftliche Dividieren an die Rechenfahigkeit der Kinder
stellt, sind durchaus betrachtlich. Auch wird der verfugbare zeitliche Rahmen rasch Grenzen
setzen, so dass die Arbeit mit mehrstelligen Divisoren — wenn sie tberhaupt noch innerhalb
der 4.Klasse erreicht wird — kaum in winschenswerter Flle eriibt werden kann. Dazu kommt
noch, dass die Kinder durch berraschende Sonderfdlle oder spezielle Rechensituationen
irritiert werden konnen. Sie werden bei der Weiterfiihrung in der 5. Klasse aufgezeigt, ebenso,
wie sie zu Uberwinden sind, um den Rechengang dafiir zu ebnen. Damit verbleiben flr die
Rechnungsart Dividieren gentigend Arbeitsfelder in der 5. Klasse mit dem Ziel, dass die
Division als frei verfiugbare Fahigkeit zu erobern ist. Hier in der 4. Klasse beschréanken wir
uns daher auf gut bearbeitbare und tlickenfreie Aufgaben, wobei das Angebot weniger aus
Pflicht, denn aus Kiir besteht. Sollte es dabei mangels sorgféltiger Vorsorge dennoch
vorkommen, dass eine Division nicht rechtzeitig abbricht oder gar in einen periodischen
Dezimalbruch ausartet, sollte ihnen bereits vorsorglich die Erlaubnis zum Abbruch bei
ausreichender Stellenzahl — zum Beispiel bei der 3. Nachkommastelle — mitgeteilt sein.
Generell wéhlt der Lehrer also das fir seine Klasse machbare aus und tberl&sst das andere fiir
das folgende Schuljahr. Als Anregung fur Umfang und Schwierigkeitsgrad dienen
nachfolgende

Ubungen
1.2)352:11 b)375:15 )492:12 d)1472:32 e)4578:21 f)10625: 25

78



2.2)19,5:15 Db)64,8:12 ¢)3392:16 d)179,2:32 e)238,5:53 f) 1557,6
44
3.a)3556:14 b)78,32:22 ¢)40,69:13 d)169,95:33 e) 1115,92 : 52
4.a) 30,528 :12 b) 77,568 : 24 €)25515:21 d)87,535:41 e) 267,468:
62
Unabhéngig ob und wie weit die 2-stellige Division in der Klasse moglich erscheint, lohnt
sich eine Besonderheit, die beim Rechen im Alltag haufig auftritt.

Oftmals stehen néamlich nicht genligend Nachkomma-Stellen bereit, um die Division
restlos zu beendigen. Hierfir kann aber an die Erfahrung bei der Schreibweise mit den
Dezimalen beim Geld erinnert werden: Wenn 1€ an 2 Kinder verteilt werden, erhilt jedes
50Ct oder 0,50€. Ermdoglicht wird die entsprechende Division 1 : 2 also mit den zunéachst
nicht sichtbaren Nullen nach dem Komma:

1€:2=1,00€:2=0,50€
Weil wir bei jeder Zahl hinter dem Komma beliebig viele Nullen nach Bedarf anhéngen

dirfen, kdnnen wir auch jenseits des Ziffernangebotes des Dividenden hinaus die Division
beliebig fortsetzen. Als hilfreiche Sprechweise fur die GroRengleichheit kann dienen:

25 sind 2 Zehner, 5 Einer und keine Zehntel oder auch:

25,0 sind 2 Zehner, 5 Einer und 0 (keine) Zehntel.
Die fehlenden Nachkommastellen erganzen wir aber erst nach Bedarf wahrend des
Dividierens. Bei 25 : 2 verteilen wir also erst die beiden Zehner: 1Z; danach die 5 Einer: 2E,
wobei 1E als Rest verbleibt und in 10 Zehntel gewechselt wird. Diese werden an 2 verteilt: 5z
und wir setzen im Ergebnis zwischen 1E und 5z das Komma. Die Darstellung der
schriftlichen Rechenstaffel folgt diesem schrittweisen Ergénzen der Nullen:

Z Z ZE ZE  ZE|z ZE|, ZE|,z ZE|,z
25 :2=1 25  2=12 250 :2 = 12|, 250 :2 = 125
2 2 2| 2|
05 5 5| 5|
4 a4l 4
1 10 10
1/0

Diese Erweiterung des Dividenden mit zusétzlichen Nullen kann natdrlich an jeder
Nachkommastelle erfolgen, an welcher der Bedarf auftritt. Die Aufgabe 5,3 : 2 wird wéhrend
der laufenden Rechnung auf 5,30 : 2 erganzt und ermdglicht damit das Ergebnis 2,65. Bei 5,3
: 4 muss bereits mit 2 Nullen erginzt werden, bis die Division endet. Eine weitere
Besonderheit ist bei der anfangs genannten Division 1 : 2 die (hier fuhrende) Null im
Quotienten. Unsere Argumentation wird heien: Von dem einzigen Einer kann nichts direkt
verteilt werden, also steht im Ergebnis OE, es bleibt aber Rest 1E; nach Wechsel in 10z kann
verteilt werden zu 5z (nach Kommasetzung) und die Division damit durchfiihrbar als 1,0 : 2 =
0,5 oder fir die gewohnte Euro-Schreibweise auch mit einer weiteren Nachkommastelle als
1,00:2 =0,50.

Gleichzeitig wird mit diesem Schritt eine latente Frage geklart, die moglicherweise die
Kinder im Unklaren lie: Warum hat der Lehrer nicht die alte Kommaregel vom Malnehmen
ubernommen?

Dort blieb die Anzahl der Kommastellen von der Anfangszahl (Multiplikand) hin zum
Ergebnis erhalten; beim Teilen hatte die Anfangszahl (Dividend) doch auch immer gleich
viele Kommastellen wie das Ergebnis (Quotient). Aber die obigen Beispiele haben diese
Vermutung widerlegt: Es mussten wahrend der Rechnung weitere Stellen angefligt werden.
Auch wenn diese nur aus Nullen bestanden, also ohne Wert waren, wich die Anzahl der
Stellen danach voneinander ab. Dazu gibt es geniligend Divisionen, bei denen eine ganze Zahl
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zu einem Ergebnis mit Kommastellen fuhrt. Dagegen blieb die Art unserer Kommasetzung
(beim Ubergang von Einern zu Zehnteln) trotz zugefugter Nachkommastellen erhalten und ist
damit bestatigt.

Abgesehen von noch nicht erlaubten Kommastellen im Divisor sind im Prinzip nun fast
alle Divisionen mdoglich. Dennoch sorgt der Lehrer in der 4. Klasse dafiir, dass seine
Aufgabenauswahl den Mdglichkeiten seiner Klasse entspricht und vor allem kein periodischer
Dezimalbruch auftritt, die Rechnung also immer noch ,,aufgeht®.

Aufgaben:
1.a)30:4 b)15:6 «¢)27:6d)13:4 €)34:8 f)125:2 g)125:4
2.2)26,3:2 b)11,6:8 ¢)27,3:4 d)41,4:12 e)51,1:14 f)49,2:15 g) 69,3: 22
3.2)9,8:8 b)9,9:8 ¢)250:16 d)42,15:18 €)303:24 f)0,7:4 g)5:8
4. a)6,75Euro:5 b) 26,52 : 4 C) 76,26: 6 d) 259,68 : 8
5. Ronja und Jonas sollen Brot kaufen und bekommen dafiir 5,- Euro mit. ,,Den Rest
diirft ihr euch teilen®, ruft ihnen die Mutter nach. Das Brot kostet nur 3,20 Euro.

6. Ein Kasten mit 12 Flaschen Apfelsaft kostet 15,36 Euro. Wie viel wirde eine Flasche
kosten?

7. Der Gartenschlauch hat normalerweise % Zoll als Durchmesser. Wieviel Zentimeter
sind dies? (1 Zoll = 2,54cm)

8. Der Hof soll mit einem 14,8m langen Zaun abgegrenzt werden. Wie lange muss jedes
Zaunfeld werden, wenn man den Zahn in 8 gleiche Felder einteilt?

9. Nachdem 2,1 Liter Marmelade eingekocht wurden, fullt man sie gleichméaRig in 6
Glaser ab. Wieviel kommt in jedes Glas?

10. Im Gartenbau transportieren 3 Schiller mit ihren Schubkarren insgesamt 52,2 kg
Kompost weg. Wieviel wére in jeder Karre, wenn das Gewicht genau gleich verteilt
wiirde?

Gewdhnliche Briche — Dezimalbriche

Obwohl im Unterricht die Dezimalbriiche von den ,,normalen* Briichen abgeleitet wurden,
kann fiir die Kinder das Gefuihl verbleiben, dass die beiden in ganz verschiedenen Welten zu
Hause sind. Die einzuiibenden Rechenverfahren scheinen ebenfalls grundverschieden. Dabei
ware es ideal, wenn die Kinder zwischen den beiden Schreibweisen beliebig wechseln
wirden, damit sie bei Aufgaben fur den Lésungsgang so die jeweils geeignetste Form wahlen
konnten.

Die gegenseitige Umwandlung von Dezimalbriichen und gewodhnlichen Briichen bleibt
zwar als generelles Thema der 5. und 6. Klasse vorbehalten, ist mit ausgewéhlten Zahlen in
der 4. Klasse in begrenztem Rahmen machbar. Daher soll aber hier noch eine mdgliche
Hinflihrung angeboten werden.

Zunéchst kdnnen die einfachen Bruchteile, welche durch die Teilung des Geldes vertraut
sind, erinnert werden; die Kinder sollten sie moglichst auswendig wiedererkennen. Dabei
bietet sich nun auch die Schreibweise ,,1/1¢ als ,,ein Eintel“ fiir ,,ein Ganzes“ an
(entsprechend den ,,2/2* fiir ,,zwei1 Halbe*):

1 Ganzes: 1/1 =1,00 oder 1 (= 1 Einer oder 100 Hundertstel)
1 Halbes: % =0,50 (50 Hundertstel) oder 0,5 (5 Zehntel)
1 Finftel: 1/5=0,20 (20 Hundertstel) oder 0,2 (2 Zehntel)
1 Zehntel: 1/10 = 0,10 (10 Hundertstel) oder 0,1 (1 Zehntel)
1 Zwanzigstel: 1/20 = 0,05 (5 Hundertstel)
1 Flnfzigstel: 1/50 = 0,02 (2 Hundertstel)
1 Hundertstel: 1/100 = 0,01 (1 Hundertstel)
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Bei Ganzen, Zehnteln und Hundertsteln ist bereits die direkte sprachliche Ubereinstimmung
der beiden Darstellungsarten zu erkennen. Bei den dazwischen liegenden Werten wird die
Entsprechung durch passendes Erweitern oder Kirzen erreicht: Aus 1/20 wird durch
Erweitern mit 5 der Bruch 5/100, welcher dezimal als 0,05 geschrieben wird; umgekehrt
koénnen 0,05 als 5/100 gelesen werden, welche nach Kirzen durch 5 auf 1/20 fihren.

Doch nicht immer ist dies so leicht zu erkennen. Aber aus jedem gewdhnlichen Bruch
konnen wir stets die entsprechende Dezimalzahl bekommen, wenn wir die Division
durchfiihren, auf welche der Bruch ja selbst hinweist. So kdnnen wir mit unserer Kommaregel
beim Teilen bereits die Briicke zum Bruchrechnen bilden. Dabei wird der Lehrer in der 4.
Klasse noch darauf achten, dass nur rechtzeitig abbrechende und keine periodischen
Dezimalbriiche entstehen. Dies erlaubt bei den gewdhnlichen Briichen nur Nenner, die — nach
Kdirzen aller mit dem Z&hler gemeinsamen Faktoren — aus Vielfachen von 2 und 5 bestehen.
Doch bleiben wir eher bei sehr einfachen Zahlen, denn schon mit einstelligem Divisor (und
ganzzahligem Dividenden) kdnnen Aufgaben die Beziehung zum klassischen Bruchrechnen
aufzeigen. Als wir die ersten Bruchteile bildeten, geschah dies als Aufteilen von zunéachst
einem und dann mehreren Ganzen:

So wurde 1 Ganzes in 2 Teile geteilt und jedes dieser Teile mit %2 benannt; % erhielt man
beim Verteilen von 3 Ganzen auf 4 gleiche Teile. Wenn in der 4. Klasse noch dafur Zeit
eingerdaumt werden kann, sind solche Umdeutungen von Briichen als Teilungsaufgaben
lukrativ. Mit ihnen gelingt die einfache Umformung von gewdhnlichen Brichen in die
Dezimaldarstellung.

Den Bruch 5/4 erhalten wir, wenn 5 auf 4 Portionen verteilt wird; dies flhrt auf die
Division 5:4 welche mit 2 Nachkommastellen I6sbar wird: 5,00 : 4 = 1,25
Bei echten Briichen ist der Z&hler kleiner als der Nenner und der Wert des Bruches liegt unter
1; der zugehdrige Dezimalbruch beginnt also mit einer fuhrenden Null, wie es bereits weiter
oben mit dem Beispiel 1 : 2 besprochen wurde. Mittels einfacher Divisionen sollten die
Kinder die Alltagsbruchteile wie % ; ¥4 ; % ; 1/5 und 1/8 als Dezimalbruch wieder erkennen.
In diesem Sinne lohnen sich folgende

Aufgaben
Rechne die Briiche in Dezimalzahlen um, indem du dividierst:
a)h=1:2 D¥%=1:4 c)%=3:4 dY e255 18 )38 h)
712

GroRenvergleiche

Ein besonderer Vorteil der Dezimalzahlen beruht darauf, dass ihre GroRRe untereinander
direkt verglichen werden kann. Bei gewdhnlichen Briichen muss dagegen der Vergleich meist
durch Erweitern erst vorbereitet werden (wahrend Dezimalbriiche mit gleicher Stellenzahl
hinter dem Komma automatisch ,,gleichnamig® sind):

Welcher der beiden Briiche ist groRRer: % oder 4/5 ?

Mit Bruchen: % wird mit 5 erweitert zu 15/20; 4/5 wird mit 4 erweitert zu 16/20; damit
ist der Bruch 4/5 um 1/16 groRer als % .

Die zugehdrigen Dezimalbriche erhalten wir aus 3 : 4 = 0,75 und 4 : 5 = 0,80; dabei
erkennen wir letzteren Wert sofort als den (um 0,05) groReren.

Sachrechnen

Die dezimale Teilung der meisten MalRe (Geldwert, Langen, Flachen, Volumen, Gewicht)
eroffnet den Dezimalzahlen ihr eigentliches Anwendungsgebiet. Die damit moglichen
Aufgaben aus der taglichen Erfahrung zeigen unmittelbar und anschaulich, wie sinnvoll und
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praktisch es ist, diese Zahlen zu verwenden und wie sehr ein sicherer Umgang mit ihnen das
Leben erleichtert.

Durch die Erweiterung des Dezimalsystems (Zehnersystems) mit Kommastellen kdnnen
wir also nicht nur die gewohnlichen Briiche in neuer Weise schreiben, sondern auch im
Sachrechnen MaRe in einfacher Weise weiter untergliedern, wie wir es in der 3. Klasse bereits
kennen gelernt haben. So lassen sich bei Anderung der Einheit die GroRenangaben alleine
durch Versetzen des Kommas bestimmen. Lediglich die Zeit- und Winkelmal3e stellen hier
eine Ausnahme dar, weil deren Teilungen nicht dezimal erfolgen und sich daher die Ziffern
andern beim Wechsel der Einheiten (3,25 Stunden sind 3 Stunden 15 Minuten; wéhrend 3,25
Meter leicht zu 3 Metern und 25 Zentimetern verwandelt werden kdnnen).

Die gangigen MaR-Vorsilben

Die Umwandlung der GrolRen erfolgt in Zehner- bzw. Tausenderschritten mittels
Vorsilben. Von diesen kennen und benutzen wir meist die Silben Mega (M) fir Million, Kilo
(k) far Tausend, Zenti fur Hundertstel (c), Milli (m) fur Tausendstel und vielleicht noch
Mikro (u = mu) fir Millionstel oder Nano (n) fur Milliardstel bei Spurenanalysen, sowie Giga
(G) fur Milliarde oder Tera (T) fur Billion bei Jahresmeldungen der Energiewirtschaft oder
Datenmengen in der EDV. Alleine aufgrund der ZahlengroRe wird fur die 4. und 5. Klasse der
zu benutzende Bereich innerhalb ersten 3 Stellen tber (bis kilo) und unter (bis milli) der Einer
ausreichen und dabei auch auf die weniger gebréuchlichen dazwischen verzichten.

Die Vorsilbe Hekto fiir 100 kommt bei den fir Kinder gelaufigen MafRen nicht vor, im
Alltag sind dies fiir uns Erwachsene allenfalls das Hekto-Pascal fiir den Luftdruck® und der
Hektoliter filr Fassinhalte. AuRer bei technischen Gewichtsangaben®® wird die Vorsilbe Deka
bei uns gar nicht benutzt. Doch andere Lé&nder, andere Sitten: Bei Kleineren
Lebensmittelmengen, wie etwa an der Kase- oder Wursttheke, sind in Osterreich Dekagramm
und in Italien Hektogramm {iblich; der Kundenwunsch nach 200 Gramm hiele also ,,20
Deka* (= 20Dg) oder ,,2 etto” (= 2hg). In der 4. Klasse konnen wir also Deka und Hekto ohne
weiteres vernachldssigen und nur bei Nachfragen auf ihre Existenz und seltene Benutzung
hinweisen.

Ahnlich unbeachtet im Alltag ist das Dezi als Zehntel einer Einheit; im Grunde kommt es
nur in der Schule ,,der Vollstindigkeit halber* als Unterrichtsinhalt und realiter auch nur am
Tafellineal als Farbwechsel in Dezimeter-Intervallen vor. Technisch interessierten
Erwachsenen ist das Dezi geldufiger, meist jedoch nicht bewusst: Die Schallemission von
Geréten und sonstige Lautstarken werden in Dezibel (dB), also Zehnteln des Males Bel
angegeben.

Das scheinbar recht beliebte Zenti wird iberraschenderweise nur sehr begrenzt eingesetzt,
fast ausschlieBlich fur die Langenmessung als Zentimeter. Bei anderen Malien wird es
gemieden. Das Milli wird von Schilern in der 4. Klasse dagegen weniger wahrgenommen:
Bei Milligramm ist keine Gewichtsempfindung mehr mdglich, Millimeter klingt Ubertrieben
genau und wird meist nur fir die Abweichung von vollen Zentimetern benutzt. In der Technik

% Das klassische ,Barometer zeigte als normalen Luftdruck 1 bar und war skaliert mit 1000 mbar. Bei der
Umstellung von Bar auf die wesentlich kleinere Druckeinheit Pascal (1 bar = 100.000 Pa) bot sich die Vorsilbe
h an, um damit die alten Zahlenwerte beizubehalten: 1.000 mbar = 1.000 hPa; beim Blutdruck wurde die noch
altere Einheit Torr (oder ,,mm Hg*) beibehalten, die noch vom Quecksilberbarometer stammt (760 Torr = 1013
hPa fur normalen Luftdruck).

®1 Das Kilogramm bezieht sich auf die Materialmenge (=Masse), das Gewicht stellt dagegen eine Kraft dar und
wird korrekterweise in Newton gemessen; auf der Erde driickt die Masse 1kg mit 9,81N (ca 10N) auf ihre
Unterlage. Fur die Gewichtsangaben von Lasten aller Art konnten mit der Einheit Deka-Newton (DN) die
bisherigen Zahlenangaben von Kilogramm beibehalten werden. Bei Fahrzeugen findet sich eine solche Angabe
am Kotfligel, um die Achslast anzugeben, beim Pkw-Anhénger steht z.B. ,,750 DN“ statt der friiher tiblichen
750kg.
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dagegen sind Millimeter das allein benutzte L&ngenmali, selbst im Kfz-Brief sind die
Fahrzeugmal3e in mm angegeben.

Im Alltag kann sich einzig das Liter mit Milli behaupten als Inhaltsangabe fir
Kleinmengen bei Getranken. Doch ausgerechnet das beliebte Kilo wird dem Liter versagt:
1000 Liter bekommen nicht wie zu erwarten ware das Kiloliter, sondern den Kubikmeter. Bei
der Raummessung wird spéter in Mathematik und Physik das Liter selbst noch durch dm? und
das Milliliter durch cm? ersetzt.

Es gibt also gute Griinde, lieber wenige, dafur wiederkehrende und alltagstaugliche Malle

und Umwandlungen zu bevorzugen. Wenn man dabei mit Verschiebungen um 1, 2 und 3
Stellen arbeiten will, gehéren dazu: Kilogramm — Gramm und Kilometer — Meter (3 Stellen);
Meter — Zentimeter (2 Stellen); Zentimeter — Millimeter (1 Stelle); Liter —Milliliter (3
Stellen).
Der zeitliche Rahmen wird innerhalb der 4. Klasse allerdings recht begrenzt sein, so dass
dieses Thema nur schwerlich in seiner Génze behandelt und auch noch getibt werden kénnte.
Erfahrungsgemal sind selbst in der 5. und 6. Klasse die elementaren Mallumwandlungen ein
immer wieder vorzunehmendes Ubungsfeld.

Vorsilben als Stellenverschiebung

Zunéchst werden die gangigsten Vorsilben mit ihrer Bedeutung als Tabelle notiert. Wir
beschranken uns auf die ersten 3 Stellen oberhalb und unterhalb der Einer und verzichten
selbst innerhalb dieser auf die weniger gebréuchlichen:

k = kilo = x 1000 3 Stellen mehr 1km =1000m
(h) = (hekto) = (x 100) (2 Stellen mehr)

(D) = (Deka) = (x 10) (1 Stelle mehr)

d = dezi = x 1/10 1 Stelle weniger ldm = 0,1m
c = centi = x 1/100 2 Stellen weniger lcm = 0,01 m
m = milli = x 1/1000 3 Stellen weniger 1mm = 0,001 m

Haben alle Kinder diese Zuordnungen auswendig sicher zur Verfugung, so verbleibt dennoch
bei etlichen die Unsicherheit, in welche Richtung das Komma zu schieben ist. Tatsachlich ist
die Aussage ,,3 Stellen mehr* bei ,.kilo* kein klarer Hinweis auf die nétige Tatigkeit. Zwar
sagt uns die Vorsilbe ,.k“, dass sie die benutzte Mallzahl um den Faktor 1000, also um 3
Stellen vergréRert. Doch die Folgerung, dass dann bei der Umwandlung von Metern in
Kilometern die Malizahl von uns um 3 Stellen zu verkleinern ist, erschliet sich nicht
automatisch daraus; an diese Gegenlaufigkeit gewdhnen sich die Kinder am besten mit
bildhaften Aussagen wie: ,,Weil 1 Kilometer viel langer ist als 1 Meter, brauche ich viel
weniger km statt m fiir meine Strecke® oder ,,1 mm ist so winzig klein, dass ich davon ganz
viel brauche fiir eine Strecke in Metern®.

MaRumwandlungen durch Stellenverschiebung
In das Heft gehtren nach der Vorsilbentabelle einige gemeinsame Umrechnungen, anfangs
kann die notige Stellenverschiebung noch als Text dazu kommen, etwa:
321 g=0,321 kg; 22 9 =0,022 kg; 2038 g = 2,038 kg.
Bei der Umwandlung von Gramm in das 1000-mal schwerere Kilogramm wird also das

Komma einfach um 3 Stellen nach links verschoben und die MalRzahl um 3 Stellen
verkleinert.

Umgekehrt verschieben wir das Komma um 3 Stellen nach rechts, wenn wir von Kilogramm
zu Gramm Ubergehen:

3,218 kg = 3218 g oder 0,0075 kg =7,5 g.
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Auch hier bietet sich eine Argumentationshilfe an: Weil 3,218 kg mehr als 3 Kilogramm sind,
missen dies Gber 3000 Gramm sein. Bei der umgekehrten Umrechnung hatten wir mit 2038 g
etwas mehr als 2000 Gramm oder 2 Kilogramm.

Nicht alle Kinder werden die richtige Veranderung der jeweiligen Malzahl fur die neue
Vorsilbe ohne notierte Zwischenschritte direkt als Losung schreiben kénnen. Sinnvollerweise
entwickelt der Lehrer daftir mit den Kindern eine gemeinsame Sprache und leitet daraus eine
verlassliche Darstellungsform ab, auf die immer zuriick gegriffen werden kann. Im
Schulalltag bewahrt haben sich folgende

Tipps zur Schreibweise

Wenn z.B. die Messgrofle 250 Gramm — das Gewicht einer Butterpackung — mit kg
geschrieben werden soll, ist die neue Einheit 1000-mal gréfRer und von ihr wird nur viel
weniger fur das gleiche Gewicht gebraucht, genauer 1/1000 oder 0,001-mal von der alten
Malzahl. Dieser Schritt wird von uns mittels Kommaverschiebung durchgefihrt. Als
Schreibformen im Heft und fur die Tafel fur diesen VVorgang sind geeignet:

Abb. 24: Stellenverschiebung
a) 1/1000 b) 0,001-mal ¢) Kommaverschiebung

-

A
L'

Messen, Wiegen, Zahlen

Am besten sind natlrlich eigene Messerfahrungen, welche die Kinder in der Klasse oder zu
Hause selber machen dirfen, um dann die Mal3e mit verschiedenen Vorsilben auszudriicken.

Ihre im letzten Schuljahr vertraut gewordene stabile Tafelwaage kann aus der 3. Klasse
nochmals kurz entliehen werden, Messbecher und Meterstab bringen sie von zu Hause mit. In
der Physiksammlung gibt es vielleicht interessante alte Waagentypen: Schnellwaage von
fliegenden Handlern (Balken-Handwaage mit verschiebbarem Gewicht), stabile Federwaage
mit 25- oder gar 50kg-Skala vom Lumpensammler, eine Briicken- oder Dezimalwaage wie sie
beim Bauern und in der Muhle tblich waren.

Wir verzichten bewusst auf digitale Messgerate, damit wir die Grofen mit dem Tun
unserer Hande und dem Beobachten unserer Augen begreifen und uns aktiv in der Welt
orientieren. Zum Messen l&sst sich vieles finden, das sich auch fiir weitere Bearbeitungen
eignet; Ideen dazu schildern folgende

Beispiele von moglichen Mess-Ergebnissen:
1. Wie groR und wie schwer ist ein Ziegelstein?
Carl nimmt den Meterstab und liest genau ab: 11,5cm breit; 7cm hoch; 24cm lang.
Frank legt ihn auf die Waage und sagt: ,,3Kilo und 560 Gramm®.

Noemi rechnet die La&ngenmalRe in Meter und das Gewicht in Gramm um. Was bekommt
sie heraus?

3. Bei unserer BlumengieRkanne interessiert uns ihr Gewicht und Fassungsvermogen: Sie
wiegt leer 3659 und voll 2,225kg, sie fasst 1,86 | als Inhalt. Wie groR ist das Leergewicht
in kg? Wie groR der Inhalt (das Volumen) in Dezi-, Centi-, Millilitern? Berechne das
Wassergewicht in Kilogramm: 2,225kg — 0,365kg = ? und vergleiche es mit dem
Volumen in Litern.

4. Anna stellt sich auf die Dezimalwaage. Auf dieser besonderen Waage kann jedes
Kilogramm auf der Waagschale gegeniiber der Last schon 10 kg ausgleichen. Bert legt
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Gewichte auf die Waagschale, bis sich die Waage einpendelt bei 1kg +500g +200g
+200g +50g +20g +10g.

4a) Wieviel liegt auf der Schale (erst in Gramm, dann Kilogramm)

4b) Dann wiegt Anna 10-mal so viel. Wie schwer ist sie?

4c¢) Anna setzt nun ihren Ranzen auf und lasst sich nochmals wiegen. Bert braucht andere
Gewichte: 2kg + 100g + 50g + 20g + 20g. Wie schwer ist der Ranzen?

5. Christian testet, wie weit er mit dem Fahrrad in genau 1min kommt. Er liest auf

seinem Tacho dem km-Stand ab: 528,72km. Auf seiner Universaluhr stellt er als

Alarmzeit 1 Minute ein, drickt auf Start und féhrt los. Nach genau 1min bremst er ab und

liest nun den Tacho ab: 529,15km. Wieviel Meter schaffte Christian in 1 Minute?
Ubungen zum Umwandeln von MaReinheiten

Ubungen der folgenden Art kénnen sowohl als Stillarbeit im Heft als auch in halb
schriftlicher Arbeit an der Tafel oder als Kopfrechenlibung gemacht werden.

1) Driicke die Angaben in Gramm in Kilogramm aus:
248 g; 369 g; 428 g; 504 g; 1211 g; 36000 9; 98 g;44 ¢; 129;49; 1 g.
2) Wieviel Gramm ergeben jeweils diese Gewichte?
a) 3 Kkg; 3,4 kg; 3,45 kg; 3,456 kg; 3,4567 kg; 3,45678 kg.
b) 0,7 kg; 0,07 kg; 0,007 kg; 0,174 kg.
¢) Rechne dein Gewicht in Gramm um.
3) Schreibe 720 m als Kilometern und auch als Millimeter.
4) Wandle 2,71 m in a) Millimetern, b) Zentimetern und d) Dezimetern um.
5) Getrankemengen in Gaststatten und der Inhalt von Flaschen oder Saftkartons kénnen
ganz unterschiedlich angegeben sein: Apfelschorle % |, Orangensaft 25 cl, Limo 350 ml,
Mineralwasser 0,75 1.  Rechne alle genannten GréRen um in
a) Liter
b) Milliliter
c) sortiere sie dann der GroRe nach.
Aufgaben aus dem Sachrechnen

LangenmaRe
6) Die Grolke von Fahrzeugen wird in Millimetern angegeben. Das sind wir nicht
gewohnt, wir benutzen lieber Meter und Zentimeter. Beim Smart betragt die Lange
2695mm, beim Mercedes SL Cabrio sind es 4631 mm.
a) Wie Millimeter ist das Cabrio langer?
b) Gib die beiden Autoldngen und ihren Unterschied in Metern an (als Dezimalzahl).
¢) Rechne die 3 GroRen in Zentimeter um.
7) Ein normales Schulheft hat 32 Seiten. Der Umschlag ist 0,35mm dick, ein Blatt nur
0,15mm.
a) Wie dick ist ein Heft? (16 Blatter mit 2 Umschlagseiten)
b) Auf dem Lehrertisch sind die Hefte aller 34 Kinder gestapelt. Wie hoch ist dieser
Stapel in Zentimetern?
c) Wie hoch (in Metern) wiirde ein Turm von 12 Epochenheften des ganzen Schuljahres
von allen Schulern?

Alte Gewichte

Bei vielen Gewichtangaben von Lebensmitteln erkennt man noch immer ihre Herkunft
vom friiher so beliebten Mal} ,,Pfund®. 1 Pfund ist gleich schwer wie '2 Kilogramm.
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8) Altere Leute sagen zur PackungsgroBe von Butter immer noch gerne ,,'> Pfund*.
Schreibe das Gewicht dieses Butter-Stiicks in Kilogramm

8a) erst als gewohnlichen Bruchteil von einem kg
8b) und dann als Dezimalbruch.
8c) Wie viel Gramm enthélt eine Butter-Packung?

9) Fir eine kleine Wurstportion war die Grof3e ¥ Pfund genau passend und ist auch noch
heute Ublich, allerdings steht das Gewicht nun in Gramm darauf. Rechne ¥ Pfund als
Bruchteil eines Kilogramms aus, damit du weit wodurch du das Kilogramm teilen
musst. Wandle danach das berechnete Gewicht in Gramm um. Achte beim néchsten
Einkauf darauf, ob du eine solche Packungsgrofie entdecken kannst.

10) Bestimmt hast du auch schon die kleinen einzeln eingewickelten Kaseecken gesehen,
die zu 8 Stiick gemeinsam eine runde Schachtel fullen. In der groRen Ausfiihrung hat die
ganze Schachtel 1 Pfund, es gibt auch Kkleine mit nur ¥2 Pfund. Wie schwer ist darin
jeweils eine Ecke?

11) Die kleinen Hefewdrfel sind noch heute in 42g-Protionen abgepackt, das ist doch ein
seltsames Gewicht, oder? Vor langer Zeit, als es noch keine Supermarkte mit fertig
verpackten Waren gab, holte man seine Lebensmittel beim Einzelhadndler. Den nannte
man meistens Kramer, weil er jeden Kram fir den taglichen Gebrauch verkaufte, so auch
die Backhefe. Er bekam sie pfundweise angeliefert, viel zu groR fir die Hausfrau. So
schnitt der Kramer den groRen Wiirfel mit 2 Schnitten tbers Kreuz in 4 schmale Stangen
und verteilte dann diese jeweils in 3 Wirfelchen. VVon diesen reichte dann genau einer
zum Brotbacken. Wie schwer ist ein solcher Wirfel?
Bei allen Sachrechnungen sind Abschatzungen eine gute Hilfe, um die richtigen
GroRenvorstellungen mit den benutzten Dezimalzahlen zu verbinden. Wir kénnen zum
Beispiel die Addition auf einem Kassenzettel rasch und erstaunlich genau tberschlagen, wenn
wir jeden der (meist recht ,,krummen®) Betrdge durch ,,runde” Betrige ersetzen, indem wir
die néachstliegende Zahl mit der Endung ...,00 oder ...,.50 bevorzugen. Das Runden nach
korrekten Regeln konnen wir aber in der 5. Klasse nachholen, auch dessen sinngemaRe
Ubertragung auf Uberschlagsrechnungen.

Das Ziel: Sichere Grundrechenarten mit Dezimalzahlen

Ausreichend Ubungszeit soll den Schiilern eingeraumt werden, um sich die schriftlichen
Grundrechenarten anzueignen und darin eine verlassliche Sicherheit zu erwerben. Dies ist
nicht nur fur den Unterrichtsfortgang von Bedeutung, sondern auch fiir die Standfestigkeit der
Schiler im Alltagsleben und damit auch fur ihr Selbstvertrauen.

Bei Addition und Subtraktion schiitzt die Spaltenschreibweise (Komma unter Komma) vor
fehlerhafter Stellen-Zuordnung. Fehlende Stellen hinter dem Komma ergdnzen wir durch
Nullen. Auch mehrere Zahlen untereinander kénnen wir gleichzeitig zusammenzéhlen. Sind
Addition und Subtraktion innerhalb einer Rechnung gemischt, so werden sie am sichersten
schrittweise abgearbeitet.

Bei Multiplikation und Division beschranken wir uns noch auf Uberschaubare ganze
Zahlen fiir den aktiven Multiplikator beziehungsweise Divisor. Dabei diirfen ,,einfache* oder
»schone® Zahlen (12; 15; 20; 24; 25; ...) bevorzugt werden. Grof3e Freude haben die Schiiler
auch daran, wenn die Rechen-Ergebnisse besondere Ziffernfolgen aufweisen und die
Richtigkeit der Rechnung gewissermaBen ,,belohnt" wird®.

Beispiele
1. mit bequemen Zahlen

%2 Verschiedene Beispiele (ohne Komma) dazu finden sich in Baravalle, a.a.0., S.59 ff. sowie im Anhang
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a) 3,53 x 24 b) 8,452 x 15 c) 45,285 x 122 d) 22544 x
125

e)51,15: 15 f) 1326,6 : 55 g) 135,333 : 22 h) 56,694 :
33
2. mit besonderen Ergebnissen
a) 17,17 + 71,71 b) 21,21 + 2,247 + 99,999 ¢) 987,654 + 0,001 + 10,101 +
12,345
65,65 — 32,32 €) 99,99 - 10,1 — 1,01 f) 56,49 — 23,15 + 66,66
0) 52,67 - 13,899 + 1,330 - 40,101  h) 69,93:21 i) 124,6845:101 j)55,55:25
Erganzendes
Kopfrechnen

Obwohl schon in der 3. Klasse mit dem grofRen Einmaleins (bis 10x20) begonnen wurde,
entdeckt man in den folgenden Klassen bei einzelnen Schilern immer wieder erhebliche
Licken im ,kleinen“ Einmaleins. Diese behindern die schriftlichen Grundrechenarten
erheblich, vor allem das Teilen. Daher ist die regelméRige Wiederholung des Einmaleins auch
in der 4. Klasse zu pflegen, vermutlich sogar noch in der 5. Klasse. Insbesondere ist auf die
rechenschwachen Schiler zu achten, dass sie sich — wenn mdglich, auch mit hauslicher Hilfe
— das Einmaleins aneignen; der Lehrer fordert es von ihnen, um sie zu fordern.
Statt die Reihen bei 10mal zu beenden, ist es reizvoll (und nitzlich), diese bis 12x
fortzusetzen. Bei den Zahlen tber 10 lohnen sich besonders Elfer, Zwdélfer, Funfzehner und
25er (bis jeweils 12mal) und die Quadratzahlen kénnen als besondere Zahlenreihe bis 15x15
herausgehoben werden.
Die Ubrigen Reihen des groflen Einmaleins helfen zwar Uber die Gedachtnisbildung hinaus
auch noch, den Zahlenraum bis 400 zu strukturieren; fur die schriftlichen Rechenarten sind sie
ebenfalls forderlich — aber dennoch entbehrlich! So mag der Lehrer selbst entscheiden, wie
viel Wert (und Zeit) er dieser Fertigkeit zuteilen will.
Als Bereicherung des Einmaleins eignen sich auch die anfangs vorgeschlagenen
- Rechenketten mit aufeinander folgenden Multiplikatoren und Divisoren:
Frei gewahlte Zahl, nacheinander x 4 x 3 x % oder gerade Zahl wahlen, dann x 3 x /g x
5
Mit Brlchen: einfachen Stammbruch wahlen, dann x %2 x 1/3 oder entsprechend
schwieriger

- die Reihen der Bruchteile von (entsprechend teilbaren) Zahlen:

Y5 von 42 ist 7; ?/s (oder */5) von 42 sind dann 14; ... oder /g von 72 ist 8; /s von 72 sind

- und das Einmaleins der Bruchteile (mit Kilrzen):
Die Reihe der Achtel heiRt Yg: ¥a: g 1 %o : g 1% Ig ;1 1Ys ...
Das Bruchrechnen kann zusatzlich untersttzt werden, indem wir
- Zahlen riickwarts als Produkte in Faktoren zerlegen
24 =7 (Antworten: 2x12; 3x8 usw.)
- oder gemeinsame Teiler zu zwei vorgegebenen Zahlen gesucht werden:
Welche Zahlen passen gleichzeitig in 18 und in 30? (2; 3; 6)
Die Dezimalzahlen kénnen
- nacheinander in Zehnerschritten anwachsen oder kleiner werden:
2,5 jeweils x10 gibt die Reihe 2,5 ; 25; 250 ; ... mit :10
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wieder zurtick bis 2,5 ; 0,25 ; 0,025
- dasselbe in Hunderterschritten
- die MalBumwandlungen durchlaufen
12,5mm = 1,25cm = 0,125dm = 0,0125m = 0,0000125km
- verdoppelt und halbiert werden®
0,05;0,1;0,2;0,4;0,8; 1,6 (nicht,,Komma 16“!) ...
512;2,56;1,28;0,64 ...
- mit Mal3en
12,5mm ; 25mm ; 50mm; ...
oder 0,0125m ; 0,025m; 0,05m ; ...
oder 25mm ; 5cm; 1dm;2dm;4dm;8dm;16m; ..
- mit 5 multipliziert werden (um eine Stelle gréRer machen und dann halbieren)
0,024;0,12;0,6;
- durch 5 dividiert werden (um eine Stelle kleiner machen und dann verdoppeln)
3,5;0,7;0,14 ;0,028 ; ...

Blitzrechnen

Gerade im Kopfrechnen lasst sich mit nur geringem Ubungseinsatz eine Reihe von
Rechenkniffen erobern. Viele Kinder greifen sie gerne auf, weil sie dann bei manchen
Rechnungen blitzschnell zum Ergebnis kommen. Wenn es geldnge, die ganze Klasse fur das
Blitzrechnen zu begeistern, wirde dies nattrlich den Unterricht ungemein aufmuntern und mit
Frohlichkeit durchstrahlen. Einige der gebrauchlichsten Regeln sollen daher zur Verwendung
empfohlen werden, auch weil altersmélig sie gut passen und haufig angewandt werden
koénnen. Die ausfiihrliche mathematische Begriindung findet der interessierte Leser im
Anhang.

Multiplikation und Division mit 4 oder 8

Beim Kopfrechnen lassen sich Rechnungen mit 4 oder 8 als fortgesetztes Verdoppeln oder
Halbieren vereinfachen: Statt 13,5 x 8 arbeiten wir mit 2x2x2 und rechnen 13,5 — 27 — 54 —
108; statt 1,56 : 4 rechnen wir 1,56 x %2 x %, also 1,56 — 0,78 — 0,39 ; bei Division durch 8
wirden wir noch eine Halbierung anschlieen auf 0,195.

Multiplikation und Division mit 5

Bereits am Beginn des Abschnitts Uber die Dezimalzahlen wurde innerhalb einer
Ubungsaufgabe das bequeme Rechnen mit 5 verraten: ,,Ich muss nur halbieren und dann eine
Stelle groRer anhdngen. So geht es bei 12 - 5 =2 — Erst die 12 halbieren: 6; Null dran: 60; also
ist 12 - 5 = 60! Dies wurde oben bei den Vorschligen zum Kopfrechnen nochmals
aufgegriffen und kdnnte zwischenzeitlich den Schillern gelaufig sein.

Den Grund dafur ist sofort erkennbar, wenn 5 als 10/2 umgedeutet wird und mit den
getrennten Operationen 10-mal und Y2-mal durchgefiihrt wird. Genauso geht es mit der
Division durch 5. Sie wird ersetzt durch ,,mal 1/5* oder ,,mal 2/10* und getrennt in 2-mal,
erganzt um eine (Komma-)Stellenverschiebung durchgefiinrt. Bei 12 : 5 fuhrt der Weg Uber
verdoppeln auf 24 und Stellenverschiebung zu 2,4.

% Der Lehrer findet geeignete Zahlen fiir eigene Aufgaben zum fortgesetzten Dritteln aus Vielfachen von 3er-
Potenzen (3; 9; 27; 81; 243; 243; 729; 6561 usw.), zum Halbieren aus 2er-Potenzen (2; 4; 8; 16; 32; 64; 128,
256, 512, 1024, ...) so kann beispielsweise 7x729 = 5103 sechsmal gedrittelt werden, bis erst ein Bruch
entsteht.
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Multiplikation und Division mit 25
Auf dem gleichen Prinzip beruht der Ersatz von 25 durch 100/4 als Operator. Dadurch kann
man 68 x 25 ersetzen durch zweimaliges Halbieren von 68 (ber 34 auf 17, der Faktor x100
wird durch Stellenverschiebung nachgetragen zum Ergebnis 1700. Die Division 35 : 25
umgeht man mit Verdoppeln 35 — 70 — 140 und anschlieBender Stellenverschiebung auf 1,4.

Erfahrungsgemal gerat der Umgang mit dieser Rechenmdglichkeit meist wieder rasch in
Vergessenheit, sie wird als umstandlich empfunden und wird auch zu selten gebraucht. Es ist
also fraglich, ob sich der Hinweis und die entsprechend nétige Ubung im Unterricht sinnvoll
sind. Eine weitere Ausdehnung darlber hinaus auf 125 findet noch sich im Anhang.

Multiplikation mit 11
Von der zu multiplizierenden Zahl schreibt man fir das Ergebnis (von rechts schreiben, also
genugend Platz lassen) die letzte Ziffer (die Einer) der Zahl hin und schreibt links daneben der
Reihe nach die Summe zweier aufeinanderfolgender Ziffern. Am Ende fligt man noch die
erste Ziffer an.

Beispiel: 3451 x 11 =7 3 4 5 1

Rechenschritte: 3 3+4 445 5+1 1

= 3 7 9 6 1
Die Zwischenzeile muss wohl kaum extra geschrieben werden, sie soll nur einmalig das
Verfahren sichtbar machen.

Manchmal die Summe zweier benachbarter Ziffern groRer als 9, dann ergibt sich dabei
Ubertrag: 256 x 11 = 27,16 = 2816. Dieser wird wie bei normalen Rechnungen einfach dazu
gefiigt.

Multiplikation zwischen 10 und 20
Fur diese spezielle Zahlenkombination gibt es eine bequeme Abkilrzung, welche schnelle
Kopfrechnungen ermdglicht: Addiere zur ersten Zahl die Einer der zweiten; das gibt die
Zehner firs Ergebnis, hange also eine Null daran. Nimm dann die Einer der beiden Zahlen
mal und fuge es dazu:

12 -14="7 12+4=16—-160 2-4=8 160+8=128 (=12-14)
Bei groReren Zahlen gibt es einen Ubertrag:
16-19="? 16+9=25—-250 6-9=54 250+54=304 (=16-19)

Multiplikation mit 9 oder 19 oder 18

Weil die Einer-Endung 9 um 1 unter 10 (oder 20) liegt, braucht man vom 10fachen
(20fachen) nur das Einfache abzuziehen:

16-19="? 16 — 32 — 320 320-16=304 (=16 -19)

37-9=7 37 — 379 379-37=342 (=37-9)
Bei x18 nehmen wir vom 20fachen das bereits bekannte Zweifache ab:

16 -18=7? 16 - 32 — 320 320-32=304 (=16-19)

Im Prinzip lasst sich das auf viele Multiplikatoren ubertragen, doch wirklich praktisch ist es
neben den oben genannten Fallen nur noch, wenn sich Verdoppeln und Stellenverschiebung
geschickt kombinieren lasst, also bei x39 ; x38 ; x79 ; x78 ; x99 ; x98 ; x199 ; x198 ; diese
Zahlenturnen wird aber nicht mehr alle Kinder erreichen oder auch rasch wieder in
Vergessenheit geraten:

17-38=7? 17 — 34 — 68 — 680 680 — 34 = 646 =17-38
23-198=7? 23 — 46 — 4600 4600 —46 =4554  =23-198
Nimm mal die Finger mal!
Als frohliches Bonmont kann noch die Finger-Multiplikation von Zahlen zwischen 5 und 10
angefugt werden: Eine leere Hand mit eingewinkelten Fingern bedeutet 5, werden 2 Finger
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ausgestreckt bedeutet dies 7. Zeigt nun die andere Hand 4 Finger, so ist dort die 9 gemeint.
Das Produkt 7 x 9 entsteht durch richtiges Deuten der Fingerzeige. Aus der Summe aller
ausgestreckten Finger an beiden Handen entsteht der Zehnerbeitrag zum Ergebnis, das sind
hier 2 + 4 Finger, also 60. Dazu kommt das Produkt der eingewinkelten Finger mit 3 x 1 = 3.
Zusammen ergibt sich das Ergebnis 7 x 9 = 63
Bequemrechnen
Beim schriftlichen Rechnen kommen gelegentlich Ziffern als Wiederholung oder als
Verdopplung vor. Es lohnt sich, die Kinder auf die mdgliche Abklirzung hinzuweisen, indem
sie das bereits bekannte Ergebnis einer VVorzeile beachten. Besonders bei der Division kann
die Kenntnis von Vorergebnissen eine wertvolle Hilfe sein.
Bei 354 x 214 = ? entsteht die erste Zeile durch Verdoppeln (708), die zweite Zeile
ubernimmt die Ausgangszahl (354), die dritte Zeile ist das Doppel der ersten (1416):
354 x 214
708
354
1416

Noch nicht bearbeitet:

Vom Formenzeichnen zur Geometrie

In der 4. Klasse beginnt die Formenlehre sich in eine Fortsetzung des kinstlerisch
gestalteten Formenzeichnens und in eine elementare Freihandgeometrie zu gliedern. Man
kann auch, wie Hermann von Baravalle schrieb, es so sehen, dass die Geometrie aus dem
kiinstlerischen ~ Formenzeichnen  herauswachst.®® Wie das Formenzeichnen in
Flechtbandformen fortgesetzt werden kann, habe ich in dem Biichlein XXX dargestellt.®®
Neben der Schulung fir ein kinstlerisches Formempfinden wird damit zugleich ein
dreidimensionales  Vorstellungsvermdgen  geschult. ~ Fir  einen  propéadeutischen
Geometrieunterricht in der 4. und 5. Klasse liegt das Biichlein XXX vor.®® In ihm beginnt
durch das Ordnen, systematische Beschreiben einfacher geometrischer Formen und nicht
zuletzt durch erste geometrische Konstruktionen das Aufleuchten kausalen Denkens
berticksichtigt.

Abschluss / Rickblick KI. 4

Vgl. mit Hinweisen am Ende des Kapitels ,,gemeine Briiche*

Bemerk. Ende 4: Verhaltnisse usw. sind typisch fir KI.5 — in 4 genligt ein erstes Empfinden
als Vorbereitung, wichtiger: Dezimal schriftl. Division; im Blick: Steiners Forderung nach
freiem Umgang bis Ende 5 erreichen, also nur teilweise in 4 erreichbar

Was sollte erreicht sein? / was kann (in anderer Form?) nach- / auf-geholt werden?

Siehe Hermann von Baravalle, Das Hervorgehen des Wissenschaftlichen aus dem Kiinstlerischen, xxx?
Siehe Ernst Schuberth, xxx
Siehe Ernst Schuberth, xxx
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